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On définit ici la cohomologie de Cech des faisceaux. Notre but est d’exposer
la construction de base de Cech dans différentes situations : la définition d’objets
cohomologiques globaux par recollement d’objets définis sur les intersections des
ouverts d’un recouvrement d’un espace.

On commence par motiver la construction de Cech en exposant le cas simple
des complexes. On utilise ensuite la cohomologie de Cech des faisceaux pour une
démonstration particuliérement élégante du théoréme de De Rham (isomorphisme
entre la cohomologie de De Rham et celle de Cech a coefficients dans R pour une
variété différentiable).

Enfin, on donne une application de ces méthodes a I’étude des fibrés en droites
(complexes), et on définit en particulier leur premiére classe de Chern. On démontre
sur cette derniére une sorte de formule de Gauf-Bonnet.

Nous admettrons sans démonstration plusieurs théorémes d’algebre homolo-
gique portant sur la cohomologie de Cech, qui peuvent se démontrer a ’aide des
techniques précédemment exposées dans le groupe de travail.

Une grande partie de I'exposé est une sélection du matériel des chapitres 0 et
1 de |GH].

1 Le départ : homologie de Cech d’un complexe

Un complexe combinatoire de sommets Xg, ..., Xn est la donnée d'un ensemble
S de parties de {Xo,...,Xn}, tel que [LXX;} et tel que si A et B Al
alors B [SI

On peut se représenter un tel complexe dans R" en placant Xo en 0, en plagant
les X; a distance 1 sur chacun des axes de coordonnées, et en dessinant, pour tout
A [3 de cardinal i, un simplexe de dimension I — 1 entre les sommets inclus
dans A. La condition dit alors que le bord d’'un simplexe du complexe est dans le
complexe.

L’idée est de définir I'homologie de ce complexe de maniére combinatoire. Soit



A un anneau, on note C{S, A) le module libre A[S] qu’on munit de la différentielle

L 1] ]
a(XiO,...,Xik): (—1)J Xio,...,m,xik
11K

On a ainsi défini un module différentiel gradué. Son homologie est I’homologie
de Cech du complexe combinatoire S.

On peut aussi définir la cohomologie, en notant CH5S, A) le module des fonctions
sur S a valeurs dans A (isomorphe au précédent... nous sommes en dimension finie),

et définir la différentielle de ¥ CC¥(S, A) par (0F)(0) = F(00), ou encore :

L 1 [ ]
(af) (Xio,...,Xik) = (—1)Jf xio,...,)d;I,xik
11K

(éventuellement avec un signe —(—1)¥ si I'on se préoccupe d’une belle théorie de
structures multiplicatives ensuite, ce qui ne sera pas notre cas). La cohomologie
de Cech de S est alors la cohomologie de ce complexe (elle est bien sir isomorphe
a ’homologie).

C’est ce point de vue combinatoire, ot le bord d’un k-uplet est une somme
alternée de k — l-uplets, qui définira la cohomologie de Cech des faisceaux. Un
formalisme trés similaire apparait dans la définition de la cohomologie des groupes.
A noter que contrairement & la théorie de I’homologie singuliére, on ne manipule
que des modules de dimension finie.

Telle que nous I’avons construite, I’homologie de Cech d’un complexe est iden-
tique & I'homologie d'un dessin de ce complexe dans R" (ce n’est pas immédiat).

2 Cohomologie de Cech des faisceaux

A Torigine de cette théorie, on trouve des problémes de recollements. Si on a
un recouvrement d’un espace topologique, si on a des fonctions définies sur chaque
partie du recouvrement, et si ces fonctions se recollent bien sur chaque intersection
de parties du recouvrement, alors on peut définir un objet global sur tout I’espace,
qui sera un élément de la cohomologie de I'espace a valeurs dans notre espace de
fonctions.

Par ailleurs, il peut étre intéressant de regarder la cohomologie a valeurs dans
un espace qui pourrait varier d’'un endroit & un autre. Si on a par exemple un
quotient Y d’un espace X : m: X - Y, on peut vouloir obtenir des informations
sur la cohomologie de X a partir de la cohomologie de Y et, en tout point y [YI,
de la cohomologie de la fibre m1(y).

Ces considérations aménent a la définition des faisceaux, que nous rappelons.



2.1 Rappels sur les faisceaux

Faisceaux. Un faisceau F sur un espace topologique X est la donnée, pour
chaque ouvert U de X, d’'un module F(U), dont les éléments sont appelés sections
au-dessus de U, ainsi que d’'un morphisme de restriction d’'un ouvert & un autre
puv : F(U) - F(V), pour V [UL On demande les conditions suivantes pour
tous ouverts U, V., W, qui expriment que ce cette restriction ressemble a ce qu’on
appelle usuellement restriction :

- SiU m, alors Pvw ° Puv = Puw-

— Sion a deux sections sur U et V respectivement, dont les restrictions a U nV

sont égales, alors il existe une section sur U [VI] qui se restreint a celles-la
sur U et V.

— Si les restrictions & U et V d’une section de U [V]sont toutes deux nulles,

alors cette section est nulle.

On notera indifferemment pyy ¥ ou fyy .

Par exemple, 'espace des fonctions continues sur les ouverts d’un espace topo-
logique est un faisceau.

Un autre faisceau que nous utiliserons par la suite est celui des fonctions loca-
lement constantes & valeurs dans Z ou R. Etudier les conditions de recollement de
fonctions localement constantes revient exactement & étudier I’homologie usuelle
de l'espace (cf. ci-dessous).

Un morphisme de faisceaux ¢ : F - G est simplement une collection de
morphismes ¢y : F(U) - G(U) pour tout ouvert U, commutant & la restriction.

Le noyau d’un morphisme de faisceaux est un sous-faisceau du faisceau de
départ, défini sur chaque ouvert comme le noyau du morphisme sur cet ouvert.
C’est bien un faisceau.

Quotients de faisceaux. Pour définir un quotient de faisceaux, il n’est pas
correct de prendre au-dessus de chaque ouvert le quotient correspondant : cela ne
donne pas toujours un faisceau.

Par exemple, si I'on prend, sur 'espace C — {0}, la fonction exponentielle f 3
e2™ qui est un morphisme du faisceau des fonctions holomorphes vers celui des
fonctions holomorphes ne s’annulant pas sur C—{0}, on voit que la fonction z n’est
pas dans I'image, tandis que sa restriction & tout ouvert de C — {0} n’entourant
pas l'origine y est (on peut en prendre le logarithme), ce qui contredit la propriété
de recollement des faisceaux.

On voudrait donc dire qu’une section appartient & I'image d’un morphisme de
faisceaux si on peut trouver un découpage de son support en ouverts plus petits,
tel que sur chacun de ces ouverts, sa restriction soit effectivement atteinte. Ceci
améne la définition suivante.

Le faisceau quotient du faisceau G par le sous-faisceau F 5 G est le faisceau
dont une section 0 au-dessus d’un ouvert U est donnée par un recouvrement ouvert



(Uj) de U et une famille de sections 0; [G(Uj) coincidant sur les intersections :
Oijuiny; = Ojjuiny; ; deux telles sections (i, Uj) et (OJ-D, U5 sont identifiées si leur
différence est localement dans F, i.e. si en tout point X [U} n UJ-D, on peut trouver
un voisinage V de X tel que oy — 0|V CH(V).

Une suite de morphismes de faisceaux

0-F2c®H_o0

est dite exacte si ¢ fait de F un sous-faisceau de G et si H = G/F par (.
Une suite de faisceaux

P
e By R YR,

est dite exacte si Pp+1Pn = 0 et si Ker(dn+1) = Fn+1/ Ker(dn).

En conclusion, si 0 - F - G - H - 0 est exacte, il est faux de dire que
0 - FMU) - GWU) - HWU) - 0 le soit aussi pour un ouvert U : la derniére fleche
n’est que localement surjective.

2.2 Définition de la cohomologie de Cech

La cohomologie de Cech a valeurs dans un faisceau représente 'obstruction au
recollement de solutions locales dans le faisceau, en une solution globale. On étudie
un exemple d’out sort naturellement le formalisme de Cech.

Exemple. Soit le probléme de Mittag-LefHler : sur une variété complexe, trouver
une fonction méromorphe ayant des poles prescrits, et holomorphe ailleurs. Loca-
lement (dans un ouvert U;j contenant un seul pdle prescrit), le probléme est trivial.
Soit donc fj une solution méromorphe au-dessus de U;.

On veut trouver une fonction globale T telle que sur chaque Uj, gi = fj —f soit
holomorphe. Il est donc nécessaire et suffisant de trouver des g; holomorphes et se
recollant bien i.e. sur UinUj, gi—g; = Tj—T;. Sil'on introduit les f;; = (fi—fj)|umuj,
le probléme revient a écrire les fij définis sur chaque intersection d’ouverts, comme
différence de fonctions définies sur ces ouverts. On dira alors que les fjj sont un
(co)bord.

Cependant, les fjj ne sont pas tout a fait quelconques : ce sont des différences de
fonctions (méromorphes, pas holomorphes comme on le souhaiterait) sur U et Uj.
Elles vérifient, en particulier, la relation fijj + fj + fig = 0. On dit qu’elles forment
un (co)cycle. Au final la question est d’écrire un (co)cycle comme un (co)bord.

Cohomologie de Cech. Soit X un espace topologique muni d’un faisceau F.
Soit Q = (U;j) un recouvrement ouvert de X. On définit les cochaines de degré



k a valeurs dans F comme les applications qui & chaque K-uplet d’ouverts du
recouvrement, associent une section sur leur intersection :

ck@Q,F) = FUi,n...nU)
, io N ...0 Ui

On définit Iopérateur bord a0 CCK*(Q, F) pour 0 CCK(Q, F) par

S
00(Uip, .- Ui = (D 0WUig, ..., U Ui Do oot

j=0
Ecrivons pour I'exercice, cette définition en degré 0 et 1 :
(000)(U,V) = 0o(V) — 00(V)

et
(001)(U,V,W) = a(V,W) —0:(U,W) + g,(V,W)

La cohomologie de Cech du faisceau F pour le recouvrement Q est la cohomo-
logie de ce complexe :

Kerd : CX(U,F) - CK*Y(U,F)

H'UF) = Gna: ciU F) - oRU, F)

Tout ceci dépend de notre choix de recouvrement. On a évidemment une ap-
plication naturelle de la cohomologie sur un recouvrement vers la cohomologie sur
un recouvrement plus fin. Ceci permet de définir rondement la cohomologie de
Cech de I'espace X comme la limite inductive, sur tous les recouvrements, de la
cohomologie ci-dessus :

HY%X, F) = limHYQ, F)

Q

2.3 Premieres propriétés

D’abord, H°(X, F) n’est autre que ’ensemble des sections globales de X dans
F (ce sont des sections définies sur les ouverts qui coincident sur leur intersec-
tion). Ceci montre que la cohomologie de Cech contient autant d’information sur
le faisceau que sur l'espace sous-jacent.

La cohomologie de Cech des faisceaux est covariante en le faisceau d’arrivée :
un morphisme de faisceaux définit naturellement un morphisme en cohomologie a
coefficients dans ces faisceaux.

Notons que tout cocycle doit vérifier la condition d’antisymétrie

O(UO!-"1Ui|Ui+l!---!Up) = _O-(U0|--'1Ui+1!Ui!" 'lUp)'

5



En prenant comme faisceau les fonctions localement constantes a valeurs dans
7, si sur un le dessin d’un complexe combinatoire on prend comme recouvrement
ouvert les sommets, faces et arétes un peu épaissis, on voit qu’on obtient exac-
tement la cohomologie de Cech du complexe combinatoire. On admettra que sur
toute variété, la cohomologie de Cech a coefficients dans Z est isomorphe a la
cohomologie singuliére.

Par ailleurs, toute suite exacte de faisceaux 0 - F - G - H - 0 définit une
suite exacte longue en cohomologie

0 HO(X,F) - H°(X,G) - HO(X,H)

9 HI(X,F) - H{(X,G) - HI(XH)...
9 HP(X, F) - HP()'(’G) - HPOGH)...

ou I'application 0 s’obtient en remarquant que si un élément de CP(X, G), vu dans
CI(X, H), est de bord nul, c’est que son bord est dans CP*1(X, F). La vérification
de l'exactitude est pénible a cause de la limite sur les recouvrements et de la
définition locale des suites exactes de faisceaux.

Cette suite exacte permet de résoudre, au moins théoriquement, les problémes
de surjectivité globale. Si0 - F - G — H — 0 est une suite exacte de faisceaux,
si X CH%(H) est une section globale de H, X est I'image d’une section globale de
G si et seulement si X est nul dans H(F).

La vérification de la suite exacte de Mayer-Vietoris pour une partition en deux
ouverts est assez simple.

Le probléme du passage a la limite peut étre contourné quand on connait le
théoréme de Leray, qui affirme que si les ouverts Uj d’'un recouvrement sont tels
que HP(V,F) = 0 pour p > 0 et pour toute intersection finie V des Uj, alors la
cohomologie de Cech du recouvrement est identique a la limite. Ce théoréme se
démontre a ’aide d’outils d’algébre homologique n’ayant pas leur place ici (cf. [G]).
C’est ce théoréme qui rend calculables les cohomologies d'un grand nombre de
faisceaux.

Enfin, mentionnons une derniére propriété : si I’on se place sur une variété M, le
faisceau des fonctions C* sur M admet des partitions de I'unité. On peut alors voir
que sa cohomologie en degré strictement positif est nulle. En effet, soit Q = (U;)
un recouvrement ouvert de M, soit N une partition de 'unité y subordonnée, et

soit 0 [CLCP(M, Q) un cocycle. On pose
1
T(Uioi---inp,l) = ij-(Ujiuioa---;Uip,l)

i
et on vérifie alors aisément, en utilisant 00 = 0, que 0T = 0. Plus généralement, il
en sera de méme de tout faisceau en C°(M)-modules, en multipliant de la méme



maniére par des partitions de I'unité C*. En particulier, le faisceau QP(M) des
p-formes différentielles vérifie HY(M, QP(M)) = 0 pour q > 1.

2.4 Le théoreme de De Rham

Nous montrons ici que la cohomologie de De Rham d’une variété est isomorphe
a sa cohomologie de Cech a coefficients dans R.

L’argument, trés court, utilise des suites exactes de faisceaux. En fait, il revient
a faire passer, degré par degré, le coté « on intégre autour d’un trou » de la
cohomologie de De Rham en un recouvrement construit autour du trou, dans
I'idée combinatoire de (v]ech7 en montrant que chaque étape est un isomorphisme.

Soit M une variété, soit QP le faisceau des p-formes différentielles sur M, et
soit ZP celui des p-formes fermées.

La cohomologie de De Rham en degré p est le quotient des p-formes fermées
par les différentielles des p — 1-formes. Une p-forme est, par définition, une section
globale du faisceau des p-formes (!!), donc un élément de H°(M, QP) puisque le H®
s’identifie aux sections globales. D’otu :

HO(M, ZP)
dchl®(M, Q1)

HI%R(M) =

ot dgésigne I'application en cohomologie associée & 'application d : QP — ZP*1,
D’aprés le lemme de Poincaré, toute forme fermée est localement exacte, et
donc les suites de faisceaux

0. 2ZP L QF 8 zr+l |

sont exactes (avec par convention Z° = R, faisceau des fonctions localement
constantes, et QO le faisceau des fonctions C*).

Ecrivons donc partiellement les suites exactes longues en cohomologie associées
a ces suites exactes de faisceaux :

HY(M, Q") & HI(M, ZP*) & HIY(M, ZP) - H(M, Q)

ott (ne pas confondre) d=%st la différentielle extérieure et @ 'opérateur bord de la
longue suite exacte.

Or le faisceau QP admet des partitions de 'unité, donc HY(M, QP) = 0 pour
q = 1 et par conséquent

HY(M, ZP*1) = H9*Y(M, ZP)
Pour g = 0, on obtient
HO(M, Q) & HOM, ZzP*Y) 2 HY(M,ZP) - 0

7



d’ou HO(M, ZP+1)
1 V= ' 7

On a donc

HO(M, ZP)
dHo(M, Qr-1)
= H'(M,Z"™)

HRr(M) =

= H'(M,ZY)
= HP(M,Z% = HP(M,R)

3 Premiére classe de Chern

On s’intéresse désormais a des fibrés en droites réelles ou complexes, et on
montre comment la cohomologie de Cech contribue a leur classification. En parti-
culier, on définira la premiére classe de Chern d’un fibré en droites complexes et on
démontrera qu’elle s’identifie a la forme de courbure de ce fibré, ce qui constitue
une sorte de formule de Gaufs-Bonnet.

3.1 Fibrés en droites réelles

(Les variétés ainsi que toutes les applications mentionnées dans ce paragraphe
sont C*).

Le point de départ est l'intuition que la seule non-trivialité qui puisse arriver a
un fibré en droites réelles est de faire un tour sur lui-méme quand on suit un lacet
non trivial dans la variété de base. On voudrait donc dire que I’ensemble des fibrés
en droites sur une variété M ressemble & HY(M, Z) ou H}(M, R)

Ceci n’est pas tout a fait vrai. Si par exemple sur le cercle, on prend une droite
qui fait deux tours sur elle-méme, le fibré obtenu est isomorphe au fibré trivial.
Deux tours semblent donc ne compter pour rien. Notre nouvelle conjecture est
donc que 'ensemble des fibrés en droite s’identifie & HY(M, Z/27).

Un petit détour par RP?, qui est I’exemple le plus simple ot on voit bien
apparaitre les coefficients dans Z/27Z, semble montrer que cette conjecture tient
la route : il existe un fibré en droites qui fait exactement un tour sur lui-méme
lorsqu’on parcourt une droite de RP? de —oo & +o0 (par exemple, si la droite est
horizontale, prendre le fibré engendré par la direction verticale en chaque point).
Nous allons montrer qu’en effet, cette conjecture est exacte.

Un fibré vectoriel sur une variété M est la donnée d’une variété E, d’une
projection M : E — M telle que XICM, m~%(X) est muni d'une structure d’espace



vectoriel isomorphe a un espace vectoriel F, et d’un recouvrement ouvert (U;) de
M avec des cartes i : Ui xF — m™1(U;) telles que d’une part, me (X, F) = (X, 0),
et d’autre part sur U; n Uj, lle_l o Pi(x, F) = (X, gx(F)) ou gx CAL(F).

On demande donc que localement le fibré soit simplement un produit de la
variété par un espace vectoriel, et que ces produits locaux se recollent globalement,
ce qui est dans I'esprit méme de la cohomologie de Cech.

On prend désormais F = R car, pour pousser I'analogie, il est beaucoup plus
commode que GL(F) soit commutatif.

Plus précisément, donc, si on a un fibré en droites réelles, si X [ n U;
appelons @ij(x) l'élément gx [CGL(R) = RMprécédemment défini. Alors g est
simplement une cochaine de Cech de degré 1 (définie sur les intersections d’ouverts
du recouvrement) a valeurs dans le faisceau (multiplicatif) des fonctions C* de M
dans R™!

Et méme, sur les intersections de trois ouverts U; n Uj n Uy, on a bien siir
OkigjkTij = l]Ji_1 o ° L|Jk_l o ) ° L|Jj_1 o i = 1. Cela signifie que les gj; forment un
cocycle de Cech.

Inversement, étant données des fonctions gij de chaque Uj nUj dans R érifiant
ces conditions, on peut construire un fibré en prenant d’abord 1'union disjointe des
Ui xR, puis en identifiant les points au-dessus de Uj nUj selon les gjj. La relation de
cocycle dit alors exactement que cette identification est une relation d’équivalence.

Montrons que le fibré défini par un cocycle ne dépend que de sa classe d’ho-
mologie. Si fj : Ui — R™tst une O-chaine, ajouter son bord a une 1-chaine gjj la
transforme en g% = :—’;gi j- Le fibré défini par cette nouvelle 2-chaine est isomorphe
a celui de départ : on a seulement changé chaque carte U; X R en Uj X R par multi-
plication par fj. Inversement, toute autre trivialisation du méme fibré est obtenue
par application, pour chaque X LM, d’un élément f(X) de GL(R), et la restriction
a chaque U; de T définit une 0-chaine dont on devra ajouter le bord aux gjj pour
obtenir la nouvelle trivialisation.

Ainsi, I'ensemble des fibrés en droites sur M s’identifie & HY(M, F) ou F est
le faisceau multiplicatif des fonctions C réelles ne s’annulant pas sur M. La
structure algébrique est préservée : le produit tensoriel des fibrés en droites est la
somme (plutdt multiplication) dans le HY, le fibré dual est I'opposé (I'inverse).

Maintenant, on a envie de dire qu'une fonction a valeurs dans R™ést, en coho-
mologie, la méme chose qu’'une fonction a valeurs dans Z/27Z. Pour cela, il suffit
de considérer le faisceau G des fonctions réelles sur M, et de constater que la suite
de faisceaux

0-GZF - 77 - 0
est exacte. Ensuite, comme G est un faisceau admettant des partitions de 1'unité,
sa cohomologie en degré strictement positif est nulle; alors la suite exacte longue
en cohomologie fournit un isomorphisme entre H*(M, F) et HY(M, Z/27Z).

On a donc démontré que I'ensemble des fibrés en droites réelles sur une variété



M s’identifie & HY(M, Z/2Z). On va s’attaquer aux fibrés complexes. La situation
sera plus compliquée, et ce sont en fait des éléments du H? (les premiéres classes
de Chern) qui vont naturellement intervenir.

3.2 Rappels sur les varietés complexes

Variétés complexes. Les variétés complexes sont définies de la méme maniére
que les variétés réelles, en demandant que localement, on ait une identification a
des ouverts de C", et que les changements de carte soient holomorphes. En chaque
point %peug défipir des coordonnées locales z; et Zj, et le fibré tangent complexe

est C —

aZi ' a_Z_| )
On notera T le fibré tangent (ou TM en cas d’ambiguité), et T et T Tles parties
holomorphe et antiholomorphe de ce fibré, localement engendrées par les E et les
i

O respectivement. La décomposition T = TY [T Fest stable par les applications
hollomorphes entre variétés (c’est une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
application entre variétés complexes soit holomorphe).

On notera également T ™= T CTH™e fibré cotangent et sa décomposition en
parties holomorphe et antiholomorphe.

Une forme différentielle de degré p est une section globale C* du fibré I_"—_TI':I

s .

Les formes différentielles sont localement des produits e eurs de dz; et dzj,
multipliéeﬁp_af de fficients C*. On notera AP = I'( T On notera aussi
AP =T(C *"T IE?F@ les formes s’écrivant localement comme produit extérieur
de p formes holomorphes et de q formes antiholomorphes de degré 1.

La différentielle extérieure est localement définie par d = +9 ou (I et J sont
des multi-indices) :

a(¢d2| IﬂL)Z Edzi m| IEL

Lo¢-]

E dZi m| Iji]

et
d(pdz, [Cdz;) =

¢ étant une fonction C*.

Fibrés hermitiens. Un fibré hermitien est un fibré complexe dont chaque fibre
est munie d’'un produit scalaire hermitien. En d’autres termes, si E est un fibré
complexe de base M, une structure hermitienne est un élément de M(E“~CED’
hermitien dans chaque fibre, ou E Sdésigne le fibré dual de E.

10



On notera AP(E) les p-formes différentieﬁe;s_—isur la base M a valeurs dans le
fibré E, autrement dit, les sections du fibré ( T "M) CEI Il convient toujours de
ne pas confondre AP(M) et AP(E).

Il est & noter que sur un fibré hermitien, 'opérateur 0 est canoniquement défini
(mais par 0) : pour cela, constatons que les éléments de AP(E) s’écrivent localement
comme combinaison linéaire d’éléments de la forme 0 [ bl w est un élément de
AP(M) et e une section holomorphe de E ; déclarons que 'opérateur @ appliqué a
une section holomorphe donne 0 et posons donc d(w &)= (dw) &l

Connexions. Une connexion sur un fibré est une maniére de comparer des fibres
voisines (ce qu’on ne peut faire canoniquement), ou encore une maniére de dériver
des sections du fibré par rapport a un vecteur de la base : a priori, on voudrait
pour dériver former la différence des valeurs de la section en des points de fibres
infiniment voisines, mais cela ne peut pas se faire canoniquement.

Précisément, une connexion est une application D : [(E) - A(E) satisfaisant
la régle de Leibnitz : pour toute fonction C* sur M et pour toute section e [T{E),

D(f.e) = df Ce¥ f.De [CAYE)

Alors, si V est un vecteur tangent de la base au point X [M, la dérivée de la
section € dans la direction V est (De)(Vv) qui est un élément de la fibre en X.

Une connexion définit aussi une notion de transport paralléele d’'un vecteur de
la fibre le long d’une courbe de la base : on dit que le vecteur est transporté
parallelement & lui-méme si sa dérivée par rapport au vecteur tangent a la courbe
est nulle.

Une fois donnée une connexion sur E, on peut étendre cette dérivation aux
p-formes a valeurs dans E en posant par définition la régle de Leibnitz : pour
W CAP(M) et e LITIE), on définit la dérivée de Y [epar

Dy Ce)l=dy CeF (-1)°y [De [CAPT(E)

Courbure. Soit un fibré hermitien E de base M, muni d'une connexion D. On
notera [k produit hermitien sur les fibres. On dit que la connexion est compatible
avec la structure hermitienne si pour toutes sections e,e” [LT{E), on a

de fF e, fF [ DFfO CAY(M)

(en particulier, la norme et les angles entre vecteurs sont conservés lors du transport
paralléle).

En utilisant la décomposition en parties holomorphe et antiholomorphe AY(E) =
AYO(E) LAY (E), on peut définir les parties holomorphe D et antiholomorphe D™
de D. On dit que D est compatible avec la structure complexe si D™: A°(E) -
AYL(E) est égal a opérateur 0 défini ci-dessus.
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Un fibré hermitien peut étre canoniquement muni d’une connexion. En effet, un
lemme classique (cf. [GH]) affirme que sur un fibré hermitien, il existe une unique
connexion compatible avec la structure complexe et avec la structure hermitienne.
Ce sera toujours celle-la que nous considérerons par la suite.

Pour définir la courbure, on commence par regarder la composée de la connexion
D:I(E) - AYE) et D : A{(E) —» A2%(E) qui a toute section e [TKE) associe
D?2e, qui est une 2-forme sur M & valeurs dans E.

D2e appliqué & un couple de vecteurs U,V tangents a la base, s’interpréte (au
signe prés) comme la variation du vecteur e de la fibre lorsqu’on le transporte pa-
rallelement le long du vecteur u, puis de v, puis de —u, puis de —Vv. Sur une surface
courbée dans 'espace, on voit que si on prend un vecteur (par exemple un vecteur
tangent) et qu’on le transporte parallélement & lui-méme suivant une boucle de la
surface (« parallelement » dans la surface et non dans l’espace ambiant), on ne va
pas revenir sur le méme vecteur. La courbure décrit ce phénomeéne.

Par un petit miracle, en chaque point, la valeur de D?e ne dépend que de la

valeur de la section € en ce point, et pas des valeurs voisines. En effet, D? est
C-linéaire : si T [LCF°(M) et e LTIE), on a

D?(f.e) = D(df Ce# f.De)
= (d*f Ce3 df [CDe) + (df CDe + f.D%)
= f.D%

Par conséquent, si deux sections € et e”ont méme valeur en un point, D%
etf2e5ont la méme valeur. Autrement dit, I'application D? : T'(E) gjz(E) =
r T L[EI1 provient d’'une application du fibré E dans le fibré “T "M [E]
définie au-dessus de chaque poi la base. Formulé encore autrement, D? définit
une section globale © du fibrée “T™M CEICEH

La forme © est appelée la forme de courbure du fibré. Elle associe a tout couple
de vecteurs tangents & la base au point X une application linéaire de la fibre en X
dans elle-méme.

Si l’on travaille en coordonnées : on peut prendre des sections ey, . . ., € formant
une base orthonormée au voisinage d’un point. Alors la connection D définit des
coefficients [; CA(M) par

1
Dei= Iy Cgl CANE)

mais les [j; dépendent de I'ensemble des sections orthonormées choisies et non
seulement de leur valeur en un point.
Un calcul direct montre alors que

L1 L1
I 1 I

1
Og; = drij— T O L&l CA(E)
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autrement dit la matrice (dont les entrées sont des 2-formes sur M) de © dans
cette base s’écrit comme la différentielle de la matrice (de 1-formes) Ijj, moins le
produit extérieur (formel) de cette matrice avec elle-méme.

3.3 Fibrés en droites complexes et leur premiére classe de
Chern

Soit M une variété complexe. On désignera par O le faisceau des fonctions ho-
lomorphes et par O¢elui (multiplicatif) des fonctions holomorphes ne s’annulant
pas sur M. On rappelle qu’on exige d’un fibré complexe que ses changements de
carte soient holomorphes.

Exactement pour la méme raison que pour les fibrés en droites réels, I’ensemble
des fibrés en droites complexes sur M s’identifie & HY(M, OY! Cette identification
respecte les fibrés duals et le produit tensoriel.

On a une suite exacte de faisceaux

e
0-7Z-0%0"0
oll exp représente z B3 22,
Cette suite exacte de faisceaux donne en cohomologie un opérateur bord

0 :H(M,0Y - H*(M, 7Z)

Si E CHY(M, OY est un fibré, sa premiére classe de Chern est définie comme
Cl(E) =0E.

Prenons un exemple. Plagons-nous sur la sphére de Riemann C [{do} et consi-
dérons un recouvrement a deux ouverts, I'un étant le disque de rayon 1 dans C un
peu élargi, 'autre son complémentaire un peu élargi. L’intersection est un anneau.
Prenons deux trivialisations, et prenons z comme fonction de transition entre ces
trivialisations. On voit bien ce qui se passe : en recollant les deux trivialisations, on
fait faire un tour au fibré quand on tourne autour de l'origine. La classe de Chern
de ce fibré est 1 dans H2(C [{do},Z) = Z. La classe de Chern compte combien
de tours le fibré fait autour de chaque 2-cavité de M.

On a évidemment ¢;(E CEN = c1(E) + ¢1(EY et ci(EY'= —c1(E).

En outre, on peut montrer qu’un fibré en droites complexes est déterminé, a
isomorphisme C* (mais non holomorphe), par sa classe de Chern.

3.4 Courbure et premiéere classe de Chern

Soit E un fibré en droites sur une variété M, ifl’'une connexion quelconque.
Soit © sa courbure. © est une section du fibré “T"M [EILCEF or comme le
fibré est de dimension 1, E [CEl¥st (canoniquement !) isomorphe a C.

© est donc simplement une 2-forme différentielle sur M.
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On a vu que localement, © s’écrivait sous la forme ©® = dIr + ' [Tlou I est
une (matrice 1% 1 dont l'entrée est une) 1-forme. On a ' [I]= 0 et donc © =dr,
autrement dit, © est localement exacte, donc fermée.

La forme de courbure d’un fibré en droites complexes est ainsi une 2-forme
fermée sur la base. On peut donc considérer sa classe en cohomologie de De Rham
[©] CHZR(M).

Par ailleurs, la classe de Chern du fibré, ¢,(E) [CHI?(M,Z), peut étre vue
comme un élément de H?(M, R), qui s’identifie & H3g(M) d’aprés le théoréme de
De Rham démontré ci-dessus.

Théoréme — Ces deux classes de cohomologie peuvent étre comparées :
i
a(E)=5-© [H3:(M)
T
Ce théoréme est évidemment & rapprocher de celui de Gaufs-Bonnet.

Démonstration. Calculons d’abord la classe de Chern. Soit (Uj) un recouvre-
ment ouvert de M donnant une trivialisation de E, assez fin pour que les inter-
sections Uj n Uj soient simplement connexes. Soient gjj les fonctions de transition
entre ouverts.

Maintenant, reprenons la définition de la classe de Chern en cohomologie :

¢ =0:H(M,0Y = H?*(M,Z)

provenant de la suite exacte cohomologique longue issue de

exp

0.7Z->0250,0

Le bord du cocycle (gij) est nul, on veut prendre, par logarithme, son bord
dans C%(M, Z), qui provient des différentes déterminations du logarithme. C’est le
cocycle

1
Zijk = ﬁ(log gjk — log gix + log gij)

(les ouverts étant simplement connexes, on peut sur chacun trouver une détermi-
nation du logarithme complexe).

Travaillons maintenant sur la connexion. Prenons sur l'ouvert U; la section
donnée par 1 [0 dans la trivialisation, que nous notons €;. Sur Uj n Uj, on a par
définifiont e; = 0ij€j-

14



La connexion est localement donnée par une 1-forme [; [CAY(M) telle que
De; =TI [Cei(nous sommes en dimension 1...). Sur Uj n Uj, on a
i Ced = Dej = D(gi5¢5)
= dgij L&+ gijDe;
das:
= % L& g Cegl
ij
= d|OggU| CeH+ Fj el

On a donc la loi de transformation des I'j, ou encore le bord de la 0-chaine
() :

i — I = dlog g;j;

La forme de courbure est alors © = dIlj = dIj, globalement définie.

On a ainsi des formes plus ou moins explicites, d'une part, pour la classe de
Chern, donnée par le 2-cocycle zjjx = %(Iog Ojk — log gik + log gij), et d’autre
part pour la courbure ® donnée comme une 2-forme différentielle ® = dI'; avec
Ii—Ij = dlog gij. Pour obtenir I’égalité, il faut désormais expliciter I'isomorphisme
de De Rham démontré plus haut. Nous allons donc partir de la 2-forme ©.

Une premiére partie de I'isomorphisme provenait de la suite exacte

0.z2'3 % z2 .0

issue du lemme de Poincaré. L’opérateur bord de la longue suite exacte corres-
pondante en cohomologie, associe & une section de Z?, autrement dit une 2-forme
fermée (par exemple ©...), un élément de H(Z) :

H(Zz?) 2 HY(zZY)
qui est obtenu de la maniére suivante : par lemme de Poincaré, écrire © localement,
sur chaque ouvert, comme la différentielle d'une 1-forme ; prendre le bord de cette
0-chaine de 1-formes, c’est I'opérateur bord cherché. Notre écriture locale de ©
comme différentielle est toute trouvée : on a @ = dIf; sur U;. Le bord de cette
0-chaine de 1-formes est bien siir la 1-chaine ([ — ;) CHY(Z'), autrement dit
~dlog gy.

L’autre partie de I'isomorphisme provenait de la suite exacte
0-RE Q" 5Z' .0

(Q0 est le faisceau des O-formes, autrement dit des fonctions C*), qui fournit
elle aussi un opérateur bord H*(Z') - H2?(R), obtenu en écrivant une 1-chaine
de 1-formes, localement, comme une 1-chaine de différentielles de fonctions, et en
prenant le bord de cette 1-chaine. La encore, notre 1-chaine (I'; — ;) CHY(Z?!) est
toute écrite comme différentielle locale de fonctions puisque I'; — I = —dlog g;;.
On doit donc prendre le bord de la 1-chaine de fonctions — log gjj, ce qui donne,
bien entendu, — log gjk + 109 gik — 109 gij, ce qui démontre le théoréme.
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