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Ce fascicule est la réunion des notes des exposés réalisés lors du groupe de travail
« cohomologies » que nous avons organisé a 1I’Ecole normale supérieure pendant I’année
scolaire 2000-2001.

En projetant ce groupe de travail, notre but était de cerner les mécanismes com-
muns qui rendent efficaces, dans des domaines trés variés, les différentes notions de
cohomologie.

Cette compilation s’adresse a des lecteurs ayant déja une petite expérience d’une
théorie cohomologique, mais sans plus, par exemple la cohomologie singuliére ou la
cohomologie de De Rham. Nous n’abordons pas les théories cohomologiques les plus
savantes (cohomologie étale, motivique...).

Nous avons simplement essayé d’illustrer, sur des exemples les plus variés possibles,
le fonctionnement du « truc » cohomologique, qui, malgré les incompatibilités formelles
des théories, reste immédiatement reconnaissable derriére chacun de ses avatars. Nous
donnons également un apercu des nombreux théorémes d’isomorphisme existants entre
différentes définitions.

Les champs étudiés vont des variétés différentielles & la théorie des groupes, de
I’algébre homologique a la théorie des représentations. Nous espérons qu’ainsi chacun
pourra y trouver son compte...

Yann Ollivier, Joél Riou
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10 YANN OLLIVIER

Cohomologies

Yann Ollivier

Ce texte est une présentation rapide et informelle des différentes notions de cohomologies
qui seront exposées lors du groupe de travail, ainsi que de leurs motivations originelles et de
quelques applications. Il tient lieu de présentation des exposés de ce recueil.

Petit historique

C’est dans un article de 1895 que Poincaré définit pour la premiére fois, sur les variétés
différentielles, des chaines (ou sous-variétés) qu'il qualifie d’homologues. Sa définition était
assez imprécise, mais la notion qu’il utilisait recouvrait exactement l'acceptation actuelle :
deux chaines fermées sont homologues si leur différence est un bord.

Cependant, le texte de Poincaré ne faisait pas apparaitre de cohomologie. La raison en est
que sur une variété, on peut, par dualité de Poincaré, ramener complétement la cohomologie
a I’homologie.

Les travaux de Poincaré ne restérent pas inapercus, mais ne furent pas repris avant les
années 20. Durant la vingtaine d’années qui suivirent, différentes théories (co)homologiques
plus ou moins générales et plus ou moins concurrentes émergérent (simpliciale, singuliére,
Cech...).

Le passage de ’homologie a la cohomologie était au départ une tentative de généralisation
de la dualité de Poincaré. De maniére trés surprenante, les structures multiplicatives présentes
sur les variétés différentiables se transposent trés bien dans des situations plus abstraites en
cohomologie (ce que ’homologie ne permet pas du tout).

Les années 40 virent ’apparition de 1’algébre homologique. Celle-ci contribua largement &
I’apparition des notions de catégorie et de foncteur, omniprésentes en algébre et en logique par
la suite. L’invention de la cohomologie des faisceaux par Leray a eu le méme succés dans toute
la géométrie algébrique.

Diverses généralisations ont été imaginées : cohomologie des groupes (avec des connexions
surprenantes avec la géomeétrie), cohomologie bornée, cohomologie équivariante, cohomologie
étale... ce qui montre si besoin était que les notions cohomologiques se sont largement répandues
dans presque toutes les mathématiques, et parfois jusqu’a la physique théorique.

Par la suite, on supposera connues 1’homologie et la cohomologie singuliéres, auxquelles on
se référera en I’absence de précision sur la théorie homologique utilisée (premier exposé de Joél
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Riou).

La dualité de Poincaré et les structures multiplicatives

Dualité de Poincaré (exposé de Charles-Antoine Louét). Sur une variété différentiable
orientée, on peut établir une correspondance trés visuelle entre homologie et cohomologie. En
effet, si a et b sont deux chaines de dimensions complémentaires, on peut définir leur nombre
d’intersection a b, comme le nombre de points d’intersection de a et b.

Cette définition n’a de sens que si a et b sont lisses et placés en position générique (les points
d’intersection sont alors isolés et non dégénérés); mais on peut démontrer que ces conditions
peuvent étre réalisées & I'intérieur de toute classe d’homologie. Si en outre, on compte chaque
point d’intersection avec un signe +1, en utilisant 1’orientation de la variété, le nombre a x b
ne dépend que des classes d’homologie de a et b.

Par dualité, on peut ainsi obtenir une cochaine connaissant une chaine : la cochaine a*
associée & a étant naturellement définie par a*(b) = a x b.

Ceci définit une correspondance entre homologie et cohomologie. On peut aller plus loin :
si la somme des dimensions de a et b est supérieure & la dimension n de la variété ambiante,
I’intersection a Nb sera, en position générique, une sous-variété de dimension dima + dimb—n.
En comptant cette sous-variété avec les bons signes, on obtient une chaine en homologie, qui
ne dépend que des classes d’homologie de a et b. En passant aux duals a* et b*, et en notant
p=n—dima, g = n—dimb, on a ainsi défini une application bilinéaire de H? x HY vers HP 14,
C’est la structure multiplicative de la cohomologie.

Structures multiplicatives (premier exposé de Joél Riou). Il est possible de généraliser ceci
a une cohomologie quelconque, pas forcément sur une variété. Les résultats ne sont cependant
pas aussi simples que ce que ’approche « naive » peut laisser espérer : on a presque des
isomorphismes, mais avec des termes supplémentaires.

Dans tout ce paragraphe, A sera un anneau principal et M, N des A-modules. Tout le
probléme vient du fait qu’en général, on n’obtient pas une suite exacte si on tensorise une
suite exacte par un méme module, ou si on prend les morphismes vers un méme module. Il
est nécessaire d’ajouter des termes. Pour tout couple de modules M et N, on peut définir des
modules Tor(M, N) et Ext(M, N) et un opérateur @ ayant la propriété suivante : si

0->M-—-M - M -0

est une suite exacte, alors

0 — Tor(M,N) — Tor(M',N) — Tor(M",N)

% Me@N = MoN — M'®@N — 0

ainsi que

0 « Ext(M,N) « Ext(M',N) « Ext(M" N) &
(_

Hom(M,N) < Hom(M',N) <+ Hom(M",N) 0
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sont exactes.
Si les modules en question sont libres, ces contributions supplémentaires se réduisent a 0.
Ceci ouvre la voie & toutes les tensorisations dont on révait, par exemple pour calculer la
cohomologie & valeurs dans M connaissant celle & valeurs dans A : on a une suite exacte

0—H,(X,A)® M — H,(X,M) — Tor(H, 1(X,A),M) =0
ainsi que
0+ Hom(H"(X,A),M) + H"(X,M) < Ext(H,_1(X,A),M) < 0

cette derniére ne faisait qu’exprimer le fait que la cohomologie est le dual de I’homologie...
L’étape suivante pour obtenir de belles structures multiplicatives sur la cohomologie est
d’arriver & envoyer le produit des cohomologies de deux espaces dans la cohomologie de 1’es-
pace produit. Pour la cohomologie singuliére, cela se fait en prenant le produit des simplexes
(qui n’en est pas un) et en décomposant le résultat en simplexes... Ne seraient les problémes
de torsion, on obtiendrait un isomorphisme, mais on écope d’une suite exacte (théoréme de

Kiinneth), qui plus est valable uniquement si 'un des deux espaces a une cohomologie de rang
fini :

0 P H(X)@HUY) » HYX xY) S @ Tor(HP(X), H!(Y)) -0
p+g=n ptg=n+l

En particulier, en prenant X =Y et en composant par ’application diagonale X — X x X,
on obtient une structure d’anneau sur la cohomologie :

HP(X) ® HI(X) — HPTI(X)

qui généralise la construction de Poincaré sur les variétés différentielles. En gros, dans le cas
de la cohomologie singuliére, ce produit consiste, étant données deux cochaines f,g de degrés
p,q et une chaine o de degré p + ¢, a faire agir f sur le début de o et g sur la fin de o.

La multiplication des théories et les théorémes d’isomorphisme

Cohomologie de De Rham . Diverses constructions cohomologiques ont été proposées.
L’une des plus importantes est la cohomologie de De Rham sur les variétés différentiables
(utilisée dans divers exposés).

On considére l’espace tangent d’une variété (I’espace des vecteurs infiniment petits en un
point). On appelle d-forme une forme d-linéaire antisymétrique sur cet espace (par exemple,
dz est une 1-forme sur R).

On définit la différentielle 0f d'une d-forme f comme une d + 1-forme dont la valeur
sur des vecteurs Xp, ... Xy est obtenue comme suit : on construit sur Xg,... Xy un (d + 1)-
parallélogramme infinitésimal dans la variété ; chacune de ses faces est supportée par d vecteurs,
et donc, on peut calculer f sur ces faces; on forme la somme de f sur toutes les faces (avec
des signes alternés; c’est plutdt une différence), et on divise par le volume infinitésimal du
parallélogramme. La valeur obtenue est (9f)(Xo,...X,), sorte de dérivée de f.
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Si f est une d-forme, on peut l'intégrer sur une partie (lisse) de dimension d de notre
variété. Avec ces définitions, on a, en particulier, la formule de Stokes : si X est une partie de
la variété qui est le bord d’une partie Y, 'intégrale sur X de f est égale a 'intégrale de df sur
le bord de Y. (C’est une généralisation des formules de Green, d’Ostrogradski...)

Maintenant, on peut donner les définitions habituelles : une forme f est dite fermée si
Of = 0 (son intégrale sur le bord d’une partie de X sera nulle). Le quotient des d-formes
fermées par les différentielles des (d — 1)-formes est le d-iéme groupe de cohomologie de De
Rham Hf) g de notre variété. Par exemple, la cohomologie de De Rham du cercle, en degré 1,
est engendrée par la forme df.

La cohomologie ainsi définie vérifie toutes les propriétés usuelles. Le théoréme de De Rham
dit qu’elle est isomorphe & la cohomologie singuliére & coefficients dans R.

Les théorémes d’isomorphisme et "unicité de la cohomologie. D’autres variantes de
théories cohomologiques ont été définies. Pour tous les espaces simples, elles donnent des résul-
tats identiques. Ceci n’est pas un hasard : si on appelle théorie homologique une théorie qui a
certaines paires d’espaces topologiques (X, A) associe de maniére fonctorielle et invariante par
homotopie un G-module gradué H,(X, A; G), de sorte que la suite exacte d’une paire, I’homo-
logie du point et la propriété d’excision soient vérifiées, alors on a (théoréme d’isomorphisme
d’Eilenberg-Steenrod) :

Soient H, et H, deux théories homologiques & coefficients dans G et G, et soit ¢ : G — G
un morphisme de groupes. Alors pour tout complexe simplicial fini X, pour tout A C X (donc
pour tout espace topologique finiment triangulable), on a un unique morphisme de modules
différentiels gradués de H,(X, A) dans #H.(X, A), covariant en (X, A), confondu avec ¢ si X
est un point. De plus, si ¢ est un isomorphisme, ce morphisme aussi.

Ce théoréme assure donc l'unicité de la théorie (co)-homologique sur les espaces finiment
triangulables.

Il existe d’autres moyens d’aborder l'unicité. Ainsi, le théoréme des modéles acycliques
(premier exposé de Joél Riou) garantit par exemple qu’une théorie de I’homologie singuliére
batie sur des carrés plutét que sur des simplexes donnera le méme résultat. Le théoréme de De
Rham garantit que la cohomologie éponyme est la méme que la cohomologie singuliére (exposé
de Charles-Antoine Louét) ou celle de Cech (exposé de Yann Ollivier).

Généralisations et applications

Nous présentons ici quelques exemples d’application, soit directe des théories cohomolo-
giques existantes, soit de généralisation a partir des idées cohomologiques dans des situations
différentes.

Notons que toutes les généralisations montrent clairement la supériorité de la cohomologie
sur ’homologie; les analogues homologiques de ces extensions n’existent parfois méme pas.
Ceci doit sans doute étre attribué au fait que la cohomologie permet de tirer entiérement parti
de la structure de I'espace des coefficients.
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Caractéristique d’Euler et théorémes de points fixes (exposé de Julien Marché). Pour
un polyédre, un graphe planaire, ou une surface triangulée, on définit depuis bien longtemps
la caractéristique d’Euler comme la somme S — A 4+ F ou S est le nombre de sommets, A
le nombre d’arétes et F' le nombre de faces. Dans le cas d’un polyédre, cela vaut toujours 2,
toujours 1 pour un graphe planaire; dans le cas d’une surface, le résultat est indépendant de
la triangulation choisie, et vaut 2 moins 2 fois le nombre de trous de la surface.

La quantité x(X) = Y (=1)*dim H*(X,R) généralise la formule précédente. Elle est reli¢e
4 de nombreuses propriétés géomeétriques de ’espace X. Par exemple, le nombre des zéros
d’un champ de vecteurs sur une variété, comptés avec leur indice (nombre de fois ou le champ
tourne autour du zéro en question), est égal, pour tout champ de vecteurs, a la caractéristique
d’Euler. Une formule analogue relie le nombre de points fixes d’une application f de X dans
X a la somme alternée des traces de f sur les groupes de cohomologie.

Cohomologie de Cech des faisceaux (exposé de Yann Ollivier). A I'origine de cette théo-
rie, on trouve des problémes de recollements. Si on a un recouvrement d’un espace topologique,
si on a des fonctions définies sur chaque partie du recouvrement, et si ces fonctions se recollent
bien sur chaque intersection de parties du recouvrement, alors on peut définir un objet global
sur tout l'espace, qui sera un élément de la cohomologie de ’espace & valeurs dans notre espace
de fonctions.

Par ailleurs, il peut étre intéressant de regarder la cohomologie & valeurs dans un espace
qui pourrait varier d’un endroit & un autre. Si on a par exemple un quotient Y d’un espace
X :m: X =Y, on peut vouloir obtenir des informations sur la cohomologie de X & partir de
la cohomologie de Y et, en tout point y € Y, de la cohomologie de la fibre 71 (y).

Ces considérations aménent & la définition des faisceaux. Un faisceau JF sur un espace
topologique X est une application qui a chaque ouvert U de X associe un groupe F(U), dont les
éléments sont appelés sections au-dessus de U, en méme temps qu’une opération de restriction
puv : F(U) = F(V), pour V C U, vérifiant que si U D V D W, alors pyw © puv = puw-
On demande en outre deux conditions de recollement : pour deux sections sur U et V, qui
coincident sur U NV, il existe une section sur U UV qui se restreint sur ces deux-14; en outre,
toute section sur U UV dont les restrictions & U et V sont nulles est nulle.

Par exemple, I'espace des fonctions continues sur les ouverts d’un espace topologique est
un faisceau.

La cohomologie classique s’interpréte dans ce cadre, en prenant des fonctions localement
constantes : si on recouvre un cercle par deux demi-cercles un peu élargis, si on définit une
fonction localement constante sur l'intersection des deux parties (qui n’est pas connexe), elle
pourra prendre deux valeurs, et il sera impossible de I’étendre en une fonction localement
constante sur tout le cercle (i.e. une constante).

Ceci motive la définition de la cohomologie de Cech & valeurs dans un faisceau. Soit X un
espace topologique. Soit U = (Uy,Us,...) un recouvrement ouvert de X. Soit F un faisceau
sur X. On définit les cochaines de degré k & valeurs dans F comme les applications qui &
chaque k-uplet d’ouverts du recouvrement, associent une section sur leur intersection :

ctu,F) = [ FO,n...n0,)
T1geeeslk
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On veut dire qu’une cochaine est fermée si elle coincide avec elle-méme sur les intersections
de k + 1 ouverts. On définit donc 'opérateur bord do € C**+1(U, F) pour o € C*¥(U, F) par :

k
BU(Uioa LR Ulk) = Z(_l)JU(Uioa RS Uija R} Uik)|Uioﬂ...ﬂUik
3=0

ou Uj; signifie qu’on retire U;; de la liste et ou o)y indique la restriction a V.
Ensuite, on dit qu’une cochaine est fermée si son bord est nul, que c’est un cobord si c’est
le bord d’une autre cochaine, et on définit :

Ker 8 : CK(U, F) — CH(U, F)
Imo : CF (U, F) — CHU, F)

HYNU,F) =

comme & ’accoutumeée.

Tout ceci dépend de notre choix de recouvrement. On a évidemment une application na-
turelle de la cohomologie sur un recouvrement vers la cohomologie sur un recouvrement plus
fin. Ceci permet de définir rondement la cohomologie de Cech de I’'espace X comme la limite
inductive, sur tous les recouvrements, de la cohomologie ci-dessus. En fait, un théoréme de Le-
ray affirme que lorsqu’on a pris un recouvrement dont tous les éléments, ainsi que toutes leurs
intersections finies, sont contractiles, alors la limite est déja atteinte, ce qui facilite grandement
les calculs.

La cohomologie & valeurs dans le faisceau des fonctions localement constantes se confond
avec la cohomologie ordinaire (voir I’exemple du cercle ci-dessus).

La cohomologie d'un faisceau admettant des partitions de 1'unité (comme le faisceau des
fonctions continues sur un espace régulier) sera nulle en degré strictement positif.

La cohomologie des faisceaux contient autant d’information sur le faisceau que sur 1’espace
sous-jacent. Si par exemple, sur une variété, on prend comme section sur un ouvert les formes
différentielles sur cet ouvert, on peut démontrer le théoréme de De Rham qui indique que la co-
homologie de De Rham est isomorphe & la cohomologie ordinaire, en combinant astucieusement
ce qu’on met dans le faisceau et le degré de la cohomologie que 1’on prend.

La cohomologie des faisceaux est extrémement utile tant en géométrie algébrique qu’en
géométrie complexe. Elle est entre autres un outil puissant d’étude des fibrés, formalisant par
exemple l'intuition qu’un fibré en droites ne peut pas faire grand-chose d’autre que de tourner
sur lui-méme quand on parcourt une boucle non triviale de I’espace de base. Elle peut aussi
servir a définir diverses classes caractéristiques.

Cohomologie des groupes (exposés de Gaétan Chenevier et Jérome Plit). L’idée de base
est de construire un complexe X (G) & partir d’'un groupe G de la fagon suivante : les k-
cellules du complexe seront simplement les k-uplets d’éléments du groupe, ’opérateur bord
étant définie de la maniére naturelle. Ceci n’apporte guére d’'information sur le groupe, aussi
introduit-on une contrainte supplémentaire : on va regarder des cochaines, et on va imposer
qu'une cochaine soit invariante par l’action de G sur X (G) par translation (et on introduit un
léger décalage des indices afin de rester cohérent). On définit donc

Ck(G,R) = {f : Gk+1 — R’ Vg € Gaf(g()a'-' agk) = f(ggﬂa aggk)}
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et 'opérateur bord pour f € C*(G,R) :

n+1

(af)(goa--- 7glc+1) = Z(—l)if(go,... ag\ia"' agk+1)

1=0

(On peut remplacer R par n’'importe quel groupe commutatif.)

La cohomologie du groupe G & valeurs dans R est reliée & une cohomologie ordinaire : si
X est un espace topologique contractile, que G agit sur X librement par homéomorphismes,
et que le quotient X — X /G est un revétement, alors H"(G,R) ~ H"(X/G,R) ou le membre
de droite est la cohomologie ordinaire. L’espace X/G est appelé un classifiant de G ; on peut
montrer qu’il en existe toujours, et qu’il est & peu prés unique.

On peut généraliser encore un peu en prenant un G-module V' (par exemple, une représen-
tation de G) comme espace des coefficients, et en définissant

CHG,V) = {f :GFYY 5V, Vg € G,g.f(90,- -, 9k) = f(9-90, - -- ,g-gk)}

Cette définition est utile pour ’étude géométrique des groupes infinis, cf. ci-dessous. Elle
a en outre des applications en théorie des groupes finis, pour la classification des extensions,
et en théorie des nombres (exposé de Gaétan Chenevier).

Foncteurs dérivés (second exposé de Joél Riou). Un formalisme général permet de réinter-
préter les deux théories cohomologiques précédentes (faisceaux, groupes). En effet, la plupart
des cohomologies tiennent leur origine de la non-exactitude de certains foncteurs entre catégo-
ries abéliennes. Les foncteurs dérivés permettent de mesurer précisément le défaut d’exactitude
a droite (puisque nous faisons de la cohomologie) des foncteurs additifs entre catégories abé-
liennes.

Par exemple, le point de vue grothendieckien sur la cohomologie des faisceaux consiste &
remarquer que le foncteur qui & un faisceau de groupes abéliens associe le groupe de ses sections
globales est exact & gauche, mais pas exact & droite : une section d’un faisceau quotient se reléve
localement, mais tout le probléme consiste a savoir s’il existe un relévement global. De méme, la
cohomologie des groupes s’obtient en dérivant le foncteur qui & un G-module associe le groupe
des G-invariants.

En premiére approche, on peut illustrer de nombreuses questions d’algébre homologique en
étudiant les catégories de modules sur un anneau et I’exactitude (ou non) de certains foncteurs
classiques : produit tensoriel, homomorphismes. Plus généralement, le point de vue naturel
serait celui des catégories dérivées (que nous n’aborderons pas) qui ont la vertu de rendre
vraies les formules notoirement fausses (par exemple, si X, Y sont deux variétés compactes, la
formule fausse H™(X X Y;Z) = ®pyq=n Hom(H,(X;Z) ® Hy(Y'; Z) se récrit sous la forme plus

L
juste et plus compacte R['(X x Y;Z) = R['(X;Z) @ R['(Y; Z), ce qui est la bonne formulation
de la formule de Kiinneth) !

Propriété (T') de Kazhdan et cohomologie des groupes (exposé de Francois Alter).
Les trente derniéres années ont vu le développement de ’étude des groupes infinis (les groupes
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finis étant bien balisés) d'un point de vue géométrique. Diverses propriétés ont été définies :
moyennabilité, hyperbolicité, propriété (T') de Kazhdan... Cette derniére est intimement reliée
4 la cohomologie des groupes.

Parmi les innombrables définitions de la propriété (T"), donnons celle-ci. Soit G un groupe
(localement compact, & base dénombrable). Soit 7 une représentation unitaire de G' dans un
espace de Hilbert H (i.e. un morphisme de G dans le groupe des transformations linéaires
unitaires de H). On dit que m a un vecteur invariant s’il existe un z € H fixé par tous les
éléments de G. On dit que 7 a des vecteurs presque invariants si pour tout compact K C G,
pour tout tout € > 0, il existe un z € H tel que les éléments de K déplacent x de moins de € :
Vg € K,|7(g9).z —z| <e.

Maintenant, on dit que G est un groupe de Kazhdan (ou qu’il a la propriété (T')) si toute
représentation unitaire de G ayant des vecteurs presque invariants a un vecteur invariant.

Cette propriété est stable par morphisme continu (pour I’adhérence de 'image), par quo-
tient (continu). Elle est vraie dans les groupes compacts.

Par (contre-)exemple, R n’a pas la propriété (T) : si on prend R agissant sur L?(R) par
translations, une fonction constante sur un long intervalle est un vecteur presque invariant ; et
pourtant il n’y a pas de vecteurs invariants.

A l'inverse, il est souvent difficile de montrer que des groupes ont la propriété (T') (il faut
considérer toutes les représentations...). Ceci bien qu’en un certain sens, un groupe infini ait
la propriété (T') avec une grande probabilité. Signalons quand méme que SL,(R) la posséde
pour tout n > 3.

Les groupes de Kazhdan sont trés loin d’étre commutatifs : un groupe de Kazhdan com-
mutatif est compact ; I’abélianisé G/[G, G] d’un groupe de Kazhdan est compact.

La propriété (T') est fortement reliée a la cohomologie : un théoréme non trivial dit qu'un
groupe G est de Kazhdan si et seulement si pour toute représentation unitaire m de G, le
premier groupe de cohomologie & valeurs dans 7 défini ci-dessus, H'(G, ), est nul.

Autres cohomologies. Des généralisations voient constamment le jour : cohomologie bornée
des groupes ou des variétés (invention de Gromov qui consiste & prendre des cochaines réelles
bornées, ce qui permet de mettre des normes sur les groupes de cohomologie ; elle est reliée & des
invariants riemanniens des variétés, ou a des propriétés des groupes telles que I’hyperbolicité
ou la moyennabilité), cohomologies LP pour différents p... Ou encore celles dont je ne connais
que le nom : cohomologies équivariante, motivique, £-adique, rigide, cristalline, étale...
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(Co)homologie singuliére

Joél Riou

Il s’agit ici de rappeler la construction et les propriétés de la cohomologie singuliére, et
d’en donner quelques applications. En particulier, on démontrera des théorémes de modéles
acycliques (la théorie homologique construite avec des simplexes ou avec des cubes sera la
meéme), ainsi que les théorémes liés aux structures multiplicatives. On termine par quelques
exemples.

AVERTISSEMENT — Cet exposé est plus difficile d’accés que les autres exposés du groupe de
travail ; il nécessite une certaine habitude de ’algébre homologique. Son but est de donner des
démonstrations "de haut" des théorémes de I’homologie singuliére.

1 Rappels d’algébre homologique

Le but de cette partie est de rappeler ce que sont les complexes, les homotopies, tout en
supposant bien connues les notions de catégorie, foncteur.

1.1 Catégories, foncteurs, transformations naturelles
Comme cette notion sera cruciale pour la compréhension d’une partie importante de ce qui
va suivre, il est indispensable de rappeler ce qu’est une transformation naturelle.

DEFINITION 1 (TRANSFORMATION NATURELLE) — Soient F,G : C — D deux fonc-

teurs covariants. On appelle transformation naturelle de F' vers G, la donnée 1 (notée 7 :
F ~~ G) pour tout objet X de C d’un morphisme n(X) € Homp (F(X),G(X)), telle que le
diagramme suivant soit commutatif pour tout morphisme f € Home (X,Y) :

F(x) ™ G (x)

J{F (f) lG(f)
Y
F(Y) "5 G(Y)
On peut bien entendu définir cette notion de transformation naturelle pour des foncteurs

contravariants, ou des bifoncteurs. De fagon générale, on appellera naturelle toute donnée
compatible avec les morphismes, c’est-a-dire rendant commutatifs de tels diagrammes.
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1.2 Modules différentiels gradués

Dans toute la suite, A désignera un anneau commutatif unitaire. Les définitions en les
constructions qui vont suivre s’appliquent & la catégorie des A-modules, mais bien entendu,
presque tout ceci pourrait se faire dans n’'importe quelle catégorie abélienne (comme la catégorie
des faisceaux de groupes abéliens sur un espace topologique, ou plus généralement la catégorie
des Ox-modules sur un espace annelé (X, Ox)).

On appelle A-module gradué un A-module M muni d’une décomposition en somme directe
de A-modules M = @, .7 My,. Si M et N sont deux modules gradués, on appelle morphisme
gradué de degré k € Z de M vers N tout morphisme de A-modules de M vers N tel que
I'image de M, soit incluse dans N, pour tout n € N.

On appelle A-module différentiel gradué (ou complexe de chaines) un A-module gradué M
muni d’un endomorphisme gradué de degré —1 noté 0 tel que 90 = 0. L’opérateur J est appelé
opérateur bord.

On peut visualiser plus concrétement un module différentiel gradué comme étant un dia-
gramme de la forme suivante tel que la composition de deux opérateurs 9 successifs soit nulle :

0 0 o . o 0 0 1}

M;_4

My M,

M; M;

Si M et N sont deux complexes, on appelle morphisme de complexes un morphisme de
A-modules gradués de M vers N de degré 0 qui commute & l'opérateur bord, ce qui signifie
exactement que le diagramme suivant est commutatif :

8 8 8 8 8 8 P
My M, e M; 1 M; M1
0 Ny<? Nyl ® N <O N <O Ny, <2

Cette définition fait des A-modules différentiels gradués une catégorie abélienne.

Par la suite, on aura parfois besoin d’inclure la catégorie des A-modules dans la catégorie
des A-modules (éventuellement différentiels) gradués, en faisant correspondre & un A-module
M le A-module gradué dont la composante de degré 0 est M, dont les composantes de degré
q # 0 sont nulles, et dont "opérateur bord est nul.

DEFINITION 2 — Si M et N sont des A-modules gradués, on munit M ® N d’une structure
de A-module gradué en convenant que la composante de degré n de M @ N est @ M, ® N,.

ptg=n
Si, de plus, M et N sont des A-modules différentiels gradués, on munit M@ N de 'opérateur
de bord défini par : pour tout £ € My, y € Ny, 0(z ®y) = 0z Q y + (—1)Pz ® Jy.

EXERCICE — Si M, N,W sont des A-modules gradués, on appelle application bilinéaire gra-
duée de M x N dans W toute application A-bilinéaire f : M x N — W telle que pour tous
P.q €L, f(Mp X Ng) C Wpigq.

Vérifier que si M, N sont des A-modules gradués, M ® N (muni de I'application bilinéaire
graduée M x N — M ® N ) satisfait la propriété universelle suivante : pour tout A-module
gradué W, pour toute application A-bilinéaire graduée f : M x N — W, il existe un unique
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morphisme gradué f : M ® N — W telle que f soit la composée de f et de I’application
bilinéaire M x N — M ® N.

1.3 Foncteur H,

On rappelle qu’un diagramme est exact si, dés lors que l'on a une partie de diagramme qui
ait la forme F—— F —— @, le noyau de la fleche FF—— @ est égal a I'image de la fleche
E——F.

Maintenant, ’objet des études (co)homologiques est d’étudier le défaut d’exactitude de
certains foncteurs. Pour cela, on va construire un foncteur covariant H, de la catégorie des
A-complexes de chaines dans la catégorie des A-modules gradués (dont les fleches sont ici les
morphismes de degré 0).

Soit Cy un A-complexe. Pour tout g € Z, on note Z,;(C,) le noyau du morphisme Cy 1 DL Cy

et By(C,) 'image du morphisme Cj 2 Cg+1 - On appelle les éléments de By les bords, et
les éléments de Z; les cycles. Comme 00 = 0, les bords sont des cycles, on peut donc considérer

le quotient

Z4(C)
VgeZ  H,(C,) =L

q q( *) Bq(C*)

On note alors H,(Cy) le A-module gradué ainsi obtenu, et on I’appelle homologie du com-
plexe C,. Maintenant, pour faire de H, un foncteur, il faut donner ’action d’un morphisme
de A-complexes sur I'homologie de ces complexes. Soient C, et C. deux A-complexes, et
f : C,, — C. un morphisme de complexes. Soit g € Z, considérons le diagramme suivant
qui est commutatif :

d d d
Cg—1 Cq Cyt1

o

/i 0 ' 7] ! 7]
g-1 Cq C'q+1

On peut considérer la restriction du morphisme Cj —f>C'('1 a Zy(Cy). Du fait que le
diagramme précédent est commutatif, I'image de ce morphisme est incluse dans Z,(Cy) i.e.
I'image d’un cycle est un cycle, on obtient ainsi un morphisme Z; — Z . Il est tout aussi
immeédiat que l'image d’un bord est un bord, ainsi on peut passer au quotient & droite par B{I
et & gauche par By, ce qui donne un morphisme Hg(Cy) — Hy(CY) .

Ainsi, on a défini un morphisme de A-modules gradués de degré 0 que 'on note H,(f) :
H,(Cy) — H,(C}). On note aussi f, ce morphisme H,(f). Il est immédiat de vérifier que si
f € Hom (C,, C%) et g € Hom (C}, CY) alors g, o fr = (go f),, et que 1, = 1.

Finalement, on a construit le foncteur homologie H, de la catégorie des A-complexes de
chaines vers la catégorie des A-modules gradués.

EXERCICE -
— Montrer que le foncteur H, commute aux sommes directes, aux produits.
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— Montrer que le foncteur H, commute aux limites inductives filtrantes.

1.4 Passage terminologique

On a considéré pour le moment des opérateurs d qui descendaient les degrés. Il est & noter
que, au lieu de considérer la catégorie des A-complexes de chaines, nous eussions pu consi-
dérer la catégorie des A-complexes de cochaines, c’est-a-dire que dans ce cas 0 eut été un
endomorphisme gradué de degré +1, etc... Nous aurions alors introduit un foncteur covariant
H* (appelé cohomologie) rigoureusement de la méme facon, et cela provient en fait de 1’équi-
valence de catégorie entre les A-complexes de chaines et les A-complexes de cochaines qui a
un A-complexe C, de chaines dont la composante en degré q est C, associe le complexe de
cochaines C* dont la composante en degré g sera C? = C_,... Ainsi, a tout théoréme algébrique
sur les complexes de chaines correspondra un théoréme sur les complexes de cochaines.

Une facon d’éviter les confusions dans ce domaine est de convenir de noter en indice ce qui
concerne les complexes de chaines et en exposant ce qui concerne les complexes de cochaines.

De plus, si Cy est un A-complexe de chaines et G un A-module, on peut construire un
complexe de cochaine Homy4 (Cy, G) en disant que sa composante de degré g est Hom4 (Cy, G),
et que 'opérateur de cobord est le transposé de l'opérateur de bord. On a ainsi un foncteur
Hom 4 (—, G) de la catégorie des A-complexes de chaines vers la catégorie des A-complexes de
cochaines.

1.5 Homotopies

Soient Cy et C) deux A-complexes de chaines. Soit k un morphisme gradué de degré +1
de Cy vers Ci. Alors, ¢ = 0k + kO est un morphisme de complexes de C, vers C vu que
pd = 0p = 0kO.

On appelle homotopie tout morphisme de complexes de la forme 0k + kO ou k est un
morphisme gradué de degré +1 pour les complexes de chaines et —1 pour les complexes de
cochaines. On remarque d’abord qu’une homotopie s’envoie sur une homotopie par les foncteurs
Homy (—,G) et — ® — (en fait, par n’importe quel foncteur additif), ce qui sera d’un grand
intérét par la suite. De plus, comme une homotopie envoie un (co)cycle sur un (co)bord, les
homotopies induisent des morphismes nuls en (co)homologie.

Ainsi, il est intéressant de considérer la catégorie des A-complexes de (co)chaines comme
la catégorie quotient obtenue en identifiant deux morphismes de complexes différant d’une
homotopie. Dans la suite, on s’efforcera de préciser dans quel sens on utilisera cette notion
qui jouera un grand role. Dans cette catégorie des A-complexes modulo homotopies, compte
tenu de ce qui précéde, — ® — et Homy (—, G) restent des foncteurs, et les foncteurs H,(—) et
H*(—) y gardent tout leur sens.

1.6 Suite exacte longue de cohomologie associée 4 une suite exacte courte
de complexes de cochaines

On va a présent construire un foncteur de la catégorie des suites exactes courtes de A-
complexes de cochaines vers la catégorie des suites exactes longues de A-modules (i.e. les
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A-complexes de cochaines de cohomologie nulle).
Soit donc une suite exacte courte de complexes de cochaines

0 Ay

G* 0
Pour tout g € Z, grace aux foncteurs H?, on obtient des fleches
HY(B*) —“~ HY(F*) > H9(G")

Pour pouvoir mettre bout-a-bout ces morceaux, on va construire un morphisme § gradué
de degré +1 de H*(G*) vers H*(E*). Pour visualiser cela, considérons le diagramme suivant
qui est commutatif et dont les lignes sont exactes (les fleches horizontales proviennent de i et
p tandis que les fleches verticales sont les opérateurs de cobord) :

0 E9+2 Fit2 —— G9+2 ——
0 Eat+ Fitl ——s e+l ——=
0 B F1 G1 0
0 Ea1 Fil — g1 —0

Nous sommes en mesure de définir la fleche désirée 6 : HI(G*) —— HIT1(E*) . Soit donc
z € G7 un cocycle. On peut choisir un élément y € F? tel que z = py. pOy = Opy = 0z = 0,
donc, 9y € Et!. Comme 00y = 0 € F972, 9y est un cocycle dans E9t!, donc a une classe
§(x) dans HITY(E*). Comme y est déterminé modulo un élément de E9, il est évident que d(x)
est indépendant du choix de y. Il est aussi aisé de voir que si z est un cobord, alors d(z) = 0,
on en déduit un morphisme de A-modules § : HY(G*) — HIT(E*).

Il s’ensuit le diagramme suivant :

*

) _p;qul(G*) 5—>H‘1(E*) L,Hq(p*) Lﬂq(g*) —6>Hq+1(E'*) v

EXERCICE — Etablir exactitude de cette suite de A-modules.

EXERCICE — Montrer que le lemme du serpent est un cas particulier de cette suite exacte
longue.

De plus, cette suite exacte est fonctorielle puisque si ’on a un morphisme de suites exactes
courtes de A-complexes de cochaines, on obtient canoniquement grace au foncteur H* un
morphisme de suite exactes longues.

Voici un morphisme de suites exactes de A-complexes de cochaines :
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0 B> pr L g 0
A
0— g T g

Voici le morphisme de suites exactes longues de cohomologie associée & ce morphisme de
suites exactes de A-complexes de cochaines :

* ..
1 i*

. —> HIY(G*) —— HI(E*) L)Hq(F*) P . HIGY) —6>H‘1+1(E*) .

l T |-
1% /* i

oo —> HTY(G™) 2> HY(E™) L HI(F') X H(G™) —2> HIT (B*)'— ...

2 Compléments d’algébre homologique

2.1 Théoréme des modéles acycliques

Une catégorie avec modeles est une catégorie C munie d’un ensemble d’objets 9 que l’on
appelle modéles.

Soit un foncteur covariant F' : C — A-mod. Une base pour F' est la donnée d’une famille
(fj € F(Mj)) e, avec M; € M telle que pour tout X € C, la famille

|| {F(5)(f7), f € Home (Mj, X)}

jeJ

soit une base du A-module F(X). On appelle foncteur libre un foncteur qui posséde une base.

Formellement, un foncteur libre est un foncteur isomorphe au composé d’un foncteur qui a
X associe ’ensemble des fonctions qui & un élément j de J associe un élément de Home (M, X)
et du foncteur qui a un ensemble associe le A-module libre correspondant.

Si F' est un foncteur de C dans la catégorie des A-modules différentiels gradués, F' est libre
si et seulement si Fj; est un foncteur libre pour tout ¢ € Z.

On dit qu’un foncteur F' d’une catégorie C avec modéles 9t dans la catégorie des A-modules
différentiels gradués est acyclique en degré > 0 si et seulement si

VM e M Vg >0 H,(F(M))=0

THEOREME 1 (THEOREME DES MODELES ACYCLIQUES) - Soit C une catégorie avec
modéles M, F et F' deux foncteurs de C dans la catégorie des A-modules différentiels gradués
par N. On suppose que F est libre et que F' est acyclique en degré > 0, alors
— Toute transformation naturelle Hy(F') ~» Ho(F') provient d’une transformation naturelle
F ~ F'.
— Deux transformations naturelles F' ~~ F' induisant la méme transformation naturelle
Hy(F) ~ Hy(F") different d’'une homotopie naturelle.
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DEMONSTRATION —

— Soit ¢ une transformation naturelle Ho(F) ~» Hy(F'). Il s’agit de définir pour tout
objet X € C un morphisme 7(X) : F(X) — F'(X). Soit (f; € F(Mj)) e, une base
du foncteur Fj. Pour construire une transformation naturelle, il suffit, pour tout ¢ € N,
de définir les éléments (ng(M;)(f;) € Fz;(Mj))je I En effet, la naturalité de n impose
que pour tout f € Home (M;, X), on ait 1g(X)(F,(f)(f;)) = Fg(f)(ng(M;)(f;)), ce qui
définit bien 7(X) sur une base de F(X).
Il résulte immédiatement de ces conditions que pour tout g € N, 1, est une transformation

naturelle Fy ~» Fé, & savoir que le diagramme suivant est commutatif pour tout g € N,
f € Home (X,Y) :

Fo(f)

Fy(X) —= Fy(Y)
ln(X) ln(Y)
Fy(1)

FI(X) L F(Y)

En effet, il suffit pour cela de considérer 'image dans ce diagramme des éléments de la
base canonique de Fy(X).

Supposons que la condition suivante de commutation & l'opérateur bord soit vérifiée pour
tout g e Net j € J;:

Uqfl(Mj)(afj) = Bnq(Mj)(fj)

Comme pour la naturalité de Fy, cette condition suffit pour garantir que 7 fait corres-
pondre & tout objet X de C un morphisme de modules différentiels gradués de F(X)
vers F'(X). Ajoutée & la naturalité des transformation Fj, ~~ Fé pour tout g € N, cette
condition permet de garantir que 7 est en fait une transformation naturelle F ~» F".
Construisons maintenant par étapes cette transformation naturelle 7. Pour tout j €
Jo, on peut choisir un élément 1(M;)(f;) € Fy(M;) qui rende le diagramme suivant
commutatif sur I’élément f; :

Fo(M;) —— Ho(F(M;))
lno(Mj) J{MMJ‘)
Fy(M;) — Ho(F'(M;))

Ainsi, on a défini une transformation naturelle 7o : Fy ~ Fj.

Pour tout j € J1, la classe de Of; est nulle dans Ho(F(M;)), donc p(M;)(0f;) = 0, ainsi
n0(M;)(0f;) est un bord, ainsi il existe un élément noté n;(M;)(f;) € Fi(M;) tel que
O (M;)(f;) = no(M;)(0f;). Ainsi, on a défini une transformation naturelle n; : Fy ~ F]
telle que 9 = no0.

Supposons maintenant que des transformations naturelles 7; soient définies pour les de-
grés 1 < g pour g > 1, qui vérifient la condition de commutation a ’opérateur de bord.
Définissons une transformation naturelle 7,. Soit j € Jg, le diagramme suivant est com-
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mutatif :

Fy_o(M;) <2— Fy_1(M;) <"— Fy(M;)

Ng—2(M;) lﬂql(Mj)

o} o
Fy_o(Mj) <=— Fy_(M;) <—— Fg(Mj)
On déduit de ce diagramme que 7—1(M;)(9f;) est un cycle, or Hy_1(F'(M;)) = 0,
donc il s’agit d’un bord de sorte qu’il existe un élément n,(M;)(f;) € Fé(Mj) tel que
ng—1(M;)(9f;) = Ong(M;)(f;)-

On a donc construit une transformation naturelle n : F' ~ F'. De plus, la définition de
1o permet, grace a la technique utilisée & de nombreuses reprises ici, d’assurer que le
diagramme suivant est commutatif pour tout objet X :

Hy(F(X)) < Fo(X) <2— Fi(X)
lw(X) lno(X) lm(X)
Hy(F'(X)) ~— F}(X) <2 Fi(X)

Ainsi, la transformation naturelle ¢ : Ho(F) ~~ Hy(F') est bien celle induite par la
transformation naturelle 5 : F ~ F'.

— On procéde de fagon similaire pour définir une homotopie naturelle entre deux transfor-
mation naturelles induisant la méme transformation naturelle sur le Hy. Pour plus de
détails, se reférer & [Spal.

O

Pour pouvoir tirer parti au maximum de la méthode des modéles acycliques pour I’appliquer
a la théorie singuliére, on va avoir besoin d’une notion supplémentaire ainsi que d’une version
améliorée de ce théoreme.

DEFINITION 3 (AUGMENTATION) — Soit C une catégorie avec modéles 9. Soit F un
foncteur de C vers la catégorie des A-modules différentiels gradués par N. On appelle augmen-
tation du foncteur F' une transformation naturelle € : F' ~» A (A désigne le foncteur constant
qui a un objet de C associe le A-module gradué A et a tout morphisme l'identité de A), telle

que pour tout modéle M € 9M, ¢ induise un isomorphisme Ho(F(M)) —> Ho(A) ~ A .
Si F et F' sont deux foncteurs munis d’une augmentation €, et n une transformation

naturelle F ~ F'. On dit que n préserve I'augmentation si et seulement si pour tout objet X
de C, le diagramme suivant est commutatif :
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DEFINITION 4 (FONCTEUR ACYCLIQUE) — Soit C une catégorie avec modéles 9. Soit
F un foncteur de C vers la catégorie des A-modules différentiels gradués par N muni d’une
augmentation €. On dit que F' est acyclique s’il est de plus acyclique en degré > 0.

Pour résumer :

— Pour tout objet X, le diagramme suivant est un A-complexe (i.e. €0 =0) :

0~ A<= F(X)<L- RX) <L RX) <L FRx)<L— ..

Pour tout modéle M € 9, le A-complexe ci-dessus est une suite exacte. (On dit aussi
que ce complexe est acyclique).
— Pour tout morphisme f € Hom¢ (X,Y), le diagramme suivant est commutatif :

F{
Fo(x) 2YL 7y (v)

SR

A=————A

L’intérét d’introduire cette notion d’augmentation réside essentiellement dans le théoréme
suivant :

THEOREME 2 (THEOREME DES MODELES ACYCLIQUES) — Soit C une catégorie avec
modeéles M. Soient F' et F' deux foncteurs covariants de C vers la catégorie des A-modules
différentiels gradués, F' et F' étant munis d’une augmentation. On suppose que F est libre et
F' acyclique.

Alors, modulo une homotopie naturelle, il existe une unique transformation naturelle F' ~
F' préservant I’augmentation.

LEMME 1 - Soit C une catégorie avec modéles 9. Soient F et F' deux foncteurs cova-
riants de C vers la catégorie des A-modules différentiels gradués, F et F' étant munis d’une
augmentation. On suppose que F est libre et F' acyclique.

Alors, il existe une unique transformation naturelle Hy(F) ~» Hy(F') commutant a I’aug-
mentation.

DEMONSTRATION DU LEMME — Il suffit d’établir l'existence et 1'unicité d’une transfor-
mation naturelle n : Fy ~» Ho(F') commutant a 'augmentation. Soit (f; € F(M;));,, une
base du foncteur Fy. Comme on I’a vu dans la démonstration du théoréme 1, pour définir
la transformation naturelle 7, il suffit de définir (n(M;)(f;) € Ho(F'(M;)));c .- Or pour tout
J € Jo, pour préserver ’augmentation, il existe un unique élément (M) ( ij qui puisse rendre
le diagramme suivant commutatif sur 1’élément f; :

Fo(M;) "2 m, (F (M)

ls

A=A

12

£
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Ensuite, on sait que la naturalité de n et € assure que n commute & "augmentation pour tout
objet X de C. O

DEMONSTRATION DU THEOREME — C’est une conséquence immédiate du lemme précédent
et du théoréme 1 [

THEOREME 3 (THEOREME DES MODELES ACYCLIQUES) — Soit C une catégories avec
modéles M. Soient F' et F' deux foncteurs covariants de C vers la catégorie des A-modules
différentiels gradués, F et F' étant munis d’'une augmentation. On suppose que F et F' sont
libres et acycliques.

Alors, modulo une homotopie naturelle, il existe une unique transformation naturelle F' ~
F' préservant I'augmentation et c’est une équivalence.

DEMONSTRATION DU THEOREME — En utilisant le théoréme 2, si on s’intéresse aux trans-
formations naturelles préservant ’augmentation modulo homotopies naturelles, on sait qu’il
en existe d'uniques F' ~» F/, F' ~» F, 1p : F ~ F, et 1 : F' ~ F' d’ou le résultat. O

3 Homologie et cohomologie singuliére

Nous allons construire I’homologie et la cohomologie singuliére qui forment une théorie sur
la catégorie des paires d’espaces topologiques. Ce sera la théorie de base & laquelle on s’efforcera
de comparer les autres théories que nous considérerons par la suite. En effet, il s’agit d’une
théorie trés générale puisque ’on peut se fixer un anneau commutatif unitaire A quelconque
et appliquer cette théorie & un espace topologique quelconque.

3.1 Construction

On note Top, la catégorie des paires d’espaces topologiques c’est-a-dire les couples (4, B)
ol A est un espace topologique et B une partie de A. On appelle B la partie relative. Un
morphisme entre deux paires d’espaces topologiques est une application continue qui envoie la
partie relative sur la partie relative. On notera que le foncteur Top — Top, qui & un espace
topologique X associe la paire (X, d) est l'inclusion de la catégorie Top dans Top, comme
sous-catégorie pleine.

Dans cette partie, on considére que pour tout ¢ € N, les espaces vectoriels R?t! sont inclus

dans R (muni du produit scalaire habituel) par le morphisme (zg, . . . ,Zq) — (20, ...,24,0,...).

Pour tout 7 € N, on peut noter p; le point de RN dont les coordonnées sont (mj)j ey avec T; =0
si j est différent de ¢ et z; = 1.

Pour tout ¢ € N, on note A, le simplexe de dimension ¢ c’est-a-dire ’espace topologique
correspondant & I’enveloppe convexe dans RIt! des g + 1 points (po, . . . 1 Dq)-

Comme un simplexe de dimension ¢ a g + 1 faces, on peut définir différentes inclusions
Ag_1 — Ag. Ainsi, soit ¢ € N* et 0 < ¢ < ¢, on note ef] € Hompop (Ag—1,44) I'application
continue induite par une application affine qui envoie (po,...,pq—1) sur (po,-..,Pi,---,Pq) (*
signifie que ce terme est omis.).

On munit la catégorie des espaces topologiques de I’ensemble de modéles {Aq}qu. Pout
tout ¢ € N, on note Cy le foncteur Top — A-mod dont une base est un singleton J tel que le
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modéle associé au seul élément de J soit A4, ce qui signifie que pour tout espace topologique
X, une base du A-module Cy(X) est constituée de I’ensemble Hompep (Ag, X) (les éléments
de cet ensemble sont appelés simplexes de dimension g).

Si ¢ est un simplexe de dimension ¢ € N*, et 0 < i < ¢, on note ¢ le simplexe de
dimension ¢ — 1 défini par ¢ = oo efl, c’est la i-iéme face du simplexe o. Nous sommes
maintenant en mesure de définir I'opérateur de bord.

DEFINITION 5 — Soit X un espace topologique. Pour ¢ < 0, I'opérateur 0 : Cy(X) —
Cq—1(X) est nul. Pour tout g > 1 et tout simplexe o de dimension ¢, on pose :

q
0o =Y (—1)'c®
1=0

— Cette définition fait de Cy(X) = @ Cy(X) un complexe de chaines de A-modules.

geN
— Les foncteurs (Cy) geN donnent un foncteur Cy de la catégorie Top vers la catégorie des

complexes de chaines de A-modules.

DEMONSTRATION —
— Il s’agit de prouver que 39 = 0. Soit donc un simplexe o de dimension ¢ > 2 :

kg VNG
000 = 33 (=1)"* (o)
§=0 i=0
_ (—1)i* (U(i))(J)Jr (—1)it (a(i))(])
0<j<i<q 0<i<i<q—1
i (%) ; (-1
= Y (D)D) - (1) (o
0<i<j<q ( ) 0<i<j<yq ( )
L A\ (2) (G-1)
_ «4V“[am (o ]
0<i<j<y ( ) )
=0
En effet, cette derniére égalité résulte du fait que eg ) efl_l = efl ° efl.j sig > 2 et

0<i<j<aq
— Pour démontrer la derniére assertion, il reste & vérifier que pour toute fonction continue
f : X — Y, les morphismes Cy(f) donnent un morphisme de A-modules Ci(f) :
Cio(X) — Ci(Y) qui commute & l'opérateur 0, ce qui fait de Ci(f) un morphisme
de A-complexes. Pour cela, il suffit de remarquer que si o est un simplexe de X, alors
(fo0)? = fool.
O

Maintenant, si (A, B) est une paire d’espaces topologiques, on remarque que 'inclusion de

B dans A induit une fleche C,(B) — Ci(A) qui est une inclusion, on note ainsi C, (4, B) le
Cy(A)

quotient C.(B)"
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On obtient ainsi un foncteur covariant C, de la catégorie Top, vers la catégorie des com-
plexes de chaines de A-modules.

Dans la catégorie des espaces topologiques, on note € la transformation naturelle du foncteur
C, vers le foncteur constant A dans la catégorie des A-complexes définie par e(0) =1 € A pour
tout simplexe o de dimension 0. Ainsi, pour tout espace topologique X, € est un morphisme
de Cp(X) vers A qui est nul sur les bords, et naturel dans la mesure ou le diagramme suivant
est commutatif pour toute application continue f € Homrep (X,Y) :

DEFINITION 6 — On note H,(—; A) ou H,(—) le foncteur covariant homologie du foncteur
Cy. H, est donc un foncteur de la catégorie Top, vers la catégorie des A-modules gradués.
Soit G un A-module, on note H*(—; G) le foncteur contravariant H*(Homy (Cy(—), G)) de la
catégorie Top, vers la catégorie des A-modules gradués.

On appelle H,(—; A) le foncteur homologie singuliére a coefficients dans A et H*(—;G) le
foncteur cohomologie singuliére a coefficients dans G.

Avant de d’établir les propriétés principales de ces foncteurs, voici quelques lemmes qui
nous serviront a les démontrer.

3.2 Lemmes (techniques) concernant le foncteur C,

LEMME 2 - Soit X un espace topologique, et (X;)
Alors Cy(X) ~ ;1 Cu(Xi).

Hy(X) est canoniquement isomorphe au module libre engendré par les composantes connexes
par arcs de X.

ier S€8 composantes connexes par arcs.

DEMONSTRATION DU LEMME — La premier résultat est évident dans la mesure ol tout
simplexe de X se trouve dans une composante connexe par arcs de X puisque les espaces A,
sont connexes par arcs.

Pour établir le deuxiéme résultat, d’aprés ce qui précéde, on peut supposer que X est
connexe par arcs (non vide). Soient donc deux points (i.e. simplexes de dimension 0) z et y de
X. Il existe un chemin o qui relie z & y. Ainsi, 0o = y — z. Ainsi, deux points de X ont la
méme image dans Hy(X). On en déduit la suite exacte suivante :

C1(X) —a>C'0(X) L > A—>0
Et ceci signifie précisément, que € induit un isomorphisme Hy(X) ~ A. O

LEMME 3 — Soit X une partie convexe non vide dans un espace euclidien. Alorse : Cy(X) —
A est un isomorphisme dans la catégorie des A-complexes modulo homotopies.
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DEMONSTRATION DU LEMME — On peut supposer que X contient l'origine. On définit
un morphisme 7 de A-complexes de A vers C,(X) qui a 1 € A associe le simplexe constant
Ay — {0} — X € Cp(X). Ainsi e o7 = 14. Soit ¢ un simplexe de dimension g de X. On
note D(o) le (¢ + 1)-simplexe de X défini par ’équation suivante pour tout ¢ € [0,1] et z € A,.

D(o)(tpo + (1 — t)egyy(2)) = (1 —t)a(2)

D est donc un endomorphisme du module gradué C,(X) de degré +1.
On remarque que pour g > 0, (D(O’))(O) =0 et que pour 0 < i < g, (D(a))(zﬂ) = D(a(i)).
Sig=0, (D(0)? =0 et (D(c))Y = 7(1). On en déduit :

0D+ Do = 1C*(X) —ToOE
Ainsi modulo homotopies, T o€ >~ 1¢, (x), d’ott le résultat. U

THEOREME 4 — Soit X un espace topologique. Soit i un ensemble de parties de X telles que
les intérieurs des éléments de U recouvrent X. Notons C,(U) le sous-A-complexe de C,(X)
engendré par les C(Y) C Ci(X) ou Y € U. Alors, linclusion Cy(U) — Cy(X) est une
équivalence modulo homotopies.

L’idée de cette démonstration va étre de partir de simplexes de X, puis de les découper
en petits morceaux, et obtenir des simplexes qui, au bout de quelques itérations, seront dans
Cy(U). Avant d’établir ce théoréme assez technique mais néanmoins trés important, nous allons
avoir besoin de quelques résultats préliminaires.

Dans la catégorie Top, nous allons commencer par définir une transformation naturelle
sd : Cy(—) ~ Cy(—) et un morphisme de degré +1 naturel D : Ci(—) ~ Ci(—), de sorte
que pour tout espace topologique X, on ait l'égalité D + DO = 1¢,(x) — sd. Comme pour
la méthode des modeles acycliques, il suffit de définir ces transformations sur les simplexes &,
(identité de Ay), et vérifier I’égalité liant D et sd sur ces simplexes “universels” (la naturalité
faisant le reste...).

Si (zg,...,zq) est un (¢ + 1)-uple dans A, on note (g, ..., z,) le simplexe 0 : Ay — A,
correspondant & une application affine envoyant les sommets de Ay (po, . . . , pq) sur (zo, . .., Z4).
Ainsi & = (po, - -, Pq)- On note CL(A,) le sous-complexe de Cy(A,) engendré par ces simplexes
affines (ceci a un sens car le bord d’un simplexe affine est une combinaison linéaire de simplexes
affines).

Pour tout ¢ € N, on note by € A4 le barycentre des points (po, ...,pq). On définit de plus
un morphisme de degré +1 3, : CL(A,) — CL(A,) par la formule suivante pour tout n € N
et (n+ 1)-uple (zo,...,z,) dans A, :

By(z0, ..., zn) = (bg,Z0,-..,Zn)

Notons 7 : A — CL(A,) le morphisme défini par 7(1) = (b,), on remarque que 983, + 0,0 =
1Ci (An) — TOE

On construit ainsi sd et D par récurrence sur ¢ € N en les définissant sur les simplexes
universels &, :
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— Pour ¢ = 0, on pose sd(&) = & et D(&) = 0. (Ainsi sd préserve 'augmentation de
C*(_))'

— Ensuite, pour g > 1, on utilise les formules suivantes :

{ Sd(gq) = ﬁq(Sd(afq))
D(&) = PBy(sd(&y) — &g — DIEg)

Pour simplifier la suite des calculs, commencons par vérifier que sd commute & I'opérateur 0,
par récurrence sur ¢. En degré 0, c’est évident. Ensuite, pour ¢ > 1, 9sd(&y) = 084(sd(0¢,)) =
sd(0€,)—B40(sd(0€y)). Par hypothése de récurrence, en degré < ¢—1, sd commute & l’opérateur
bord, ainsi 0(sd(0¢,)) = sd(00&y) = 0, d’ou le résultat : sd0 = Osd.

Montrons par récurrence sur ¢ que D9+ 90D = sd —1¢,(x). Pour &, c’est évident. Ensuite,
pour g > 1.

0D, = 0B,(sd(&q) — £ — DOEy) = sd(&q)—Eq—DIEg—R avec R = (,(0sd(&,) — 0, — 0DOE,)

Il reste & prouver que R = 0. Par hypothése de récurrence, 0D (0¢,) + DOOE, = sd(9¢,) — IEq,
ainsi R = B,(0sd(&q) — 04 + 0&; — sd(0&,)) = 0 car sd commute & 9, d’ou le résultat.

Soit x = Y ;c;0u05 € Cy(Ay) avec a; # 0. On note mesh(z) la borne supérieure du
diameétre de o;(A,) pour i € 1.

LEMME 4 — Pour tout = € CL(Ay), on a mesh(sd(z)) < srymesh(z).
EXERCICE — FEtablir ce lemme par récurrence sur ¢ € N.
EXERCICE - Sous les hypothéses du théoréme 4, pour tout simplexe o de X, il existe un

entier my € N, tel que sd™o € Cy(U) pour tout m = my.

DEMONSTRATION DU THEOREME — Pour tout simplexe o de X, on note m(o) le plus petit
entier tel que sd™ o € C,(U). On définit un endomorphisme D’ de degré 1 de C,(X) par

m(o)—1

D'(c)= Y Dsd(o)
§=0

EXERCICE - Vérifier que I'image de T = 1¢,(x) + 0D’ + D'0 est incluse dans C(U) et vaut
l'identité sur Cy(U).

7 : Cp(X) — Ci(U) est ainsi un morphisme de A-complexes (préservant €) qui est l'inverse
(modulo homotopies) de l'inclusion de Cy(U) dans C\,(X). O

3.3 Propriétés principales des foncteurs C,, H,(—; A), H*(—; G)

Nous allons établir successivement des propriétés du foncteur C, pour en déduire en consé-
quence les propriétés fondamentales des foncteurs homologie et cohomologie singuliére.
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Invariance par homotopie

THEOREME 5 - Soit f,g € Homrop (X,Y) deux morphismes homotopes c’est-a-dire qu'’il
existe une homotopie ¢ € Hommop (X X% [0,1],Y) telle que o(—,0) = f et p(—,1) = g.
Alors, modulo une homotopie, Cy(f) ~ C\,(g).

LEMME 5 — Pour tout espace topologique X, on note hy € Hommep (X, X x [0,1]) les appli-
cations continues hy(—) = (—,1).

Alors, hg et hy induisent des morphismes naturellement homotopes Cy(hg) =~ Ci(h1) :
Co(X) — Ci(X x[0,1]).

DEMONSTRATION DU LEMME — C; et C,(— x [0,1]) sont deux foncteurs de la catégorie
Top vers la catégorie des A-complexes gradués par N munis d'une augmentation tels que Cy
soit libre et que Cy(— x [0,1]) soit acyclique en degré > 0 d’apreés le lemme 3.2. De plus, Cy(hg)
et Cy(h1) sont deux transformations naturelles Cy ~» Ci(— % [0,1]) qui préservent ’augmen-
tation, donc par le théoréme des modéles acycliques 3, ces deux transformations naturelles
Cy(ho) et Ci(h1) sont naturellement homotopes. O

DEMONSTRATION DU THEOREME — On note hg et hq les deux morphismes X — X x [0, 1]
précédemment définis. Par définition, f = @ o hg et g = ¢ o hy. Ainsi, comme C, est un
foncteur, Cy(f) = Cy(p) o Ci(ho) et Ci(g) = Ci(p) o Cyx(ho), comme Cyi(hg) =~ Ci(h1), on
obtient Cy(f) ~ Ci(g). O

DEFINITION 7 — On désigne par HomTop la catégorie dont les objets sont les espaces
topologiques et les morphismes les applications continues modulo homotopies. HomTop est
donc une catégorie quotient de Top.

On désigne par HomTop, la catégorie quotient de Top, obtenue en identifiant deux
morphismes homotopes dans le sens suivant : Soit (X,Y) et (X',Y') deux paires d’espaces
topologiques et f,g € Homrop, ((X,Y),(X’,Y")). Une homotopie entre f et g est une appli-
cation continue h de X x [0,1] vers Y telle que pour tout y € Y et t € [0,1], h(y,t) € Y', et
telle que f = h(—,0) et g = h(—,1).

Le théoréme 5 permet de dire que le foncteur Cy de Top vers les A-complexes se factorise en
un foncteur de la catégorie HomTop vers la catégorie des A-complexes (modulo homotopies).

Le théoréme qui suit est aussi une conséquence du lemme 5 et de la définition de C) sur
Top, :

THEOREME 6 — Le foncteur Cy de la catégorie Top, vers les complexes de chaines de A-
modules se factorise en un foncteur de la catégorie HomTop, vers la catégorie des complexes
de chaines de A-modules (modulo homotopies).

DEMONSTRATION DU THEOREME — On procéde comme pour le théoréme 5. Soit (X, A) une
paire d’espaces topologiques. Notons i I'inclusion de A dans X. Le lemme 5 donne ’existence de
la donnée pour tout espace topologique X d’un morphisme D(X) gradué de degré +1 de C,(X)
vers Cy (X x [0, 1]) telle que Cy(ho)—Cy(h1) = 0D(X)+D(X)0 € Hom (Ci(X), Ci(X % [0,1])),
et naturelle dans le sens ot pour tout application continue f € Homrep (X,Y), le diagramme
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suivant est commutatif (ce qui n’est pas évident a priori) :

Cu(X) C(f)

lD(X) lp(y)
Cu(x x [0,17 L8 (v x [0, 1)

Considérons le diagramme suivant qui est commutatif (de chaque coté des fleches verticales)
et dont les lignes sont exactes :

0

Ci(A) Ci(X) Ci(X, A)
C*(ho)lc*(hl) C*(ho)lc*(hl) C*(ho)lc*(hl)

0 ——> C(A x [0,1]) —= C(X x [0,1]) — Co(X x [0,1], 4 x [0,1]) —=0

La naturalité de D a pour conséquence que, par le morphisme D(X) : Ci(X) — Ci (X x [0,1]),
C,(A) s’envoie dans C,(A x [0,1]). Ceci a une grande importance, puisque ainsi D(X) passe au
quotient pour donner un morphisme D' de degré +1 de C (X, A) dans C,(X x [0,1], A x [0, 1]),
et il est aisé de voir que dans Hom (Cy(X, A), Cx(X % [0,1],4 x [0,1])), on a 8D' + D' =
Cy(ho) — Cy(h1), d’ou le résultat.

g

CONSEQUENCE - Les foncteurs H,(—; A) et H*(—; G) sont des foncteurs homotopiques,
c’est-a-dire qu'’ils se factorisent dans la catégorie HomTop,.

Triples espaces topologiques

On définit la catégorie Tops des triples espaces topologiques de facon analogue & celle des
triples espaces topologiques. Un objet de Tops; est un triplet (X,Y,Z) ou X est un espace
topologique et X DY D Z.

A un triple espace topologique (X,Y, Z), on peut associer fonctoriellement une suite exacte
courte de A-complexes. Pour cela, notons f linclusion (Y,Z) — (X,Z) et g linclusion
(X,Z2) — (X,Y).

0— Cu(Y, Z2) —1> O (X, Z) —2> C.(X, V) —> 0

L’exactitude de cette suite est évidente. En utilisant le foncteur qui a une suite exacte
courte de A-complexes associe une suite exacte longue de (co)homologie, on obtient le résultat
suivant :

CONSEQUENCE -
— On appelle suite exacte longue homologique du triple espace topologique (X,Y,Z) la
suite exacte suivante qui est fonctorielle :

——>H1(X)Y) ——>H (Y, Z) — Hy(X,Z) —> Hy(X,Y) —=H, (Y, Z) —> - --
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— On appelle suite exacte longue cohomologique du triple espace topologique (X,Y, Z) la
suite exacte suivante qui est fonctorielle :

.o > HI7YY, Z;G) - HY(X,Y;G) - HY(X, Z;G) — HY(Y, Z;G) - HI""'(X,Y;G) — - --
Quand Z = &, on appelle ces suites exactes les suites exactes longues (co)homologiques de
la paire.

DEMONSTRATION — La suite exacte homologique est une conséquence directe de I'exactitude
de la suite de A-complexes précédente. Pour la suite exacte cohomologique, il faut en plus
remarquer que, étant donné que la suite exacte de A-complexes précédente se scinde (il s’agit
de A-modules libres), quand on applique le foncteur Homy4 (—, G), on obtient la suite exacte
suivante de A-complexes qui donne lieu & la suite exacte de cohomologie :

0 —> Hom (C4(X,Y),G) — Homy (C4(X, Z), G) — Hom 4 (C4(Y, Z), G) — 0
O

Suites exactes de Mayer-Viétoris

LEMME 6 — Soit X un espace topologique. Soient A et B deux parties de X telles que la
réunion des intérieurs de A et de B soit X. Notons 41,12 les inclusions de AN B dans A et
dans B, et j1,j2 les inclusions de A et de B dans X, et désignons par Cx(A) + Cy(B) le sous-
A-module j1,(Cy(A)) + jox (Ci(B)) de Cy(X). Alors, on a le diagramme fonctoriel suivant ot
la premiére ligne est exacte et ou I'inclusion Cy(A) + Cy(B) — Cy(X) est un isomorphisme
modulo homotopies.
|: ’il*
7:2*

0—> C4(AN B) —><L<A) @ Cu(B)™—% Cu(4) + Cu(B) —>0
Ci(X)
DEMONSTRATION DU LEMME — Il est évident que la premiére ligne est exacte, et 1’iso-

morphisme modulo homotopies résulte du théoréme 4 [

CONSEQUENCE (SUITES EXACTES DE MAYER-VIETORIS) — Sous les hypothéses du
lemme, on appelle suite exacte longue de Mayer-Viétoris pour I’homologie singuliére la suite
exacte suivante qui est fonctorielle :

——>=Hg1(X) — Hg(ANB) — Hy(A) @ Hy(B) — Hy(X) — -

Sous les mémes hypothéses, on appelle suite exacte longue de Mayer-Viétoris pour la co-
homologie singuliére la suite exacte suivante qui est fonctorielle :

- ——> HI""YANB;G) —= HY(X;G) — HY(4;G)P HY(B;G) —= HI (AN B;G) —> -+
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DEMONSTRATION — La suite exacte homologique est une conséquence directe du lemme
précédent. Pour la suite exacte cohomologique, il faut en plus remarquer que, étant donné que
le A-module Cy(A) + C.(B) est libre, la suite exacte de A-complexes précédente se scinde,
donc, quand on applique le foncteur Homy (—, G), on obtient le diagramme suivant de A-
complexe dont la premiére ligne est exacte et le morphisme vertical un isomorphisme modulo
homotopies :

0 —> Homy (C4(A) + C4(B), G) — Hom, (C4(A): G) @ Hom (C4(B), G) — Homy (Cx(AN B),G) —> 0

|

Hom 4 (Ci(X),G)

On en déduit donc, comme d’habitude, une longue suite exacte de cohomologie. O

Excision

THEOREME 7 — Pour toute paire d’espaces topologiques (X, A), si U est une partie de A tel
que adhérence de U soit dans lintérieur de A, alors, si on note j I'inclusion (X —U,A—U) C
(X,A), il y a des isomorphismes :

jut Ho(X —U,A—U) ~ H,(X, A)

7 HYX, A;G) ~ H(X — U, A—U;G)

DEMONSTRATION — Notons X; = X — U et Xy = A. Considérons le diagramme suivant qui
est commutatif :

C,(X1)/Cu(X1 N Xo) ! C,(X)/C(Xo)

(Cu(X1) + Ci(X2))/Cu(Xa)

Il est évident que 7 est un isomorphisme, de plus, on déduit du théoréme 4 que 4’ est un isomor-
phisme modulo homotopies, donc le composé j est lui aussi un isomorphisme modulo homoto-
pies. Ainsi, on a bien un isomorphisme (modulo homotopies) canonique Cy(X —U, A —U) —
Cy(X, A), d’ou le résultat. O
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Axiome du point

THEOREME 8 — Si X est un singleton, alors canoniquement H*(X;G) ~ G et H,(X; A) ~ A.

DEMONSTRATION DU THEOREME — D’aprés le lemme 3.2, le A-complexe C,(X) est iso-
morphe (modulo homotopies) & A (via €). Le résultat découle donc du calcul de ’homologie
du A-complexe A et de la cohomologie du A-complexe Homy4 (4,G) ~ G. O

EXERCICE — Donner une autre démonstration de ce résultat en considérant directement

Cu(X).

Théorie homologique a4 support compact

THEOREME 9 - Pour toute paire d’espaces topologiques (X, A), on a un isomorphisme

lim_, H, (X', A") =——= H,(X,A) ou (X', A") parcourt les paires (ordonnées par 'inclusion)
telles que X' et A’ soient des compacts (non nécessairement séparées).

EXERCICE — Le démontrer...

Produits

THEOREME 10 (S. EILENBERG - J.A. ZILBER, 1953) — Ilexiste un isomorphisme fonc-
toriel (modulo une homotopie naturelle) du foncteur Cy(—)® Cy(—) vers le foncteur Cy(— x —)
de la catégorie Top x Top vers la catégorie des complexes de chaines de A-module.

DEMONSTRATION DU THEOREME — Pour éviter les confusions, on rappelle qu'un mor-
phisme du double espace A x B vers le double espace C' x D est la donnée d’un couple dans
le produit Hompep (A4, C) x Homrep (B, D). On munit la catégorie Top x Top des doubles
espaces topologiques de ’ensemble de modéles (A, x Aq)(p’q) cne - Le foncteur Cy(— x —) est
muni de ’'augmentation qui provient de 'augmentation e de C,(—). Le foncteur Cy(—) ® Ci(—)
est muni de Paugmentation e ® £ : Ci(—) @ Cy(—) ~» AQ A~ A.

Il s’agit de montrer que ces deux foncteurs de la catégorie Top x Top sont acycliques et
libres.

Soit A, x Ay un modele de Top x Top. Comme 'espace topologique A, x A, est convexe
(pour le plongement évident dans un espace affine), le lemme 3.2 assure que le complexe
Ci(Ap x Ay) est isomorphe (modulo homotopies) au complexe A. D’aprés ce méme lemme
3.2, on a deux isomorphismes (modulo homotopies) € : Cy(A,) — A et e : Cu(Ay) — A
dans la catégorie des A-modules différentiels gradués, on en déduit aisément 1’isomorphisme
e®e: Cu(Ap) ®CL(Ag) — AR A ~ A. Ainsi, les deux foncteurs Cy(— % —) et Ci(—) Q Ci(—)
sont acycliques.

Soit n € N. On sait qu’une base canonique de Cp(X X Y') est constituée de ’ensemble
des éléments de Homrop (An, X X Y) c’est-a-dire, par la propriété universelle du produit dans
Top, des éléments de Hommep (Ay, X) X Hompep (A4,Y), c’est-a-dire, par définition de la
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catégorie Top x Top, des éléments de Hommopxtop (An X Ap, X X Y). Ainsi, formellement,
Papplication diagonale A, — A, x A, est une base du foncteur C,(— x —). Ainsi, le foncteur
Cy(— x —) est libre.

Pour tout d € N, notons &; l'identité de Ay, que 'on considére comme un élément de
Ci(Aq). On sait que le foncteur Cp(—) est libre de base &, et que le foncteur Cy(—) est libre de
base g, donc le foncteur Cp(— X —) = €D, 4=, Cp(—) ®Cy(—) est libre de base (§, ® &)
Le foncteur Cy(—) ® Cy(—) est libre.

Le théoréme résulte alors du théoréeme des modeles acycliques 3. [

ptg=n’

Ce théoréme permet de construire beaucoup de structures supplémentaires sur les modules
d’homologie et de cohomologie singuliére.

4 Structures multiplicatives
4.1 Produit croisé d’homologie
THEOREME 11 - Si X etY sont deux espaces topologiques, il existe un morphisme naturel

H (X)® H(Y) 2> H (X xY)

DEMONSTRATION — Ceci résulte du théoréme de Eilenberg-Zilber et du fait que si Cy er D,
sont deux complexes, on peut définir un tel morphisme H,(Cy) ® Hy(Dy) — H,(Cx ® D)
défini ainsi : si ¢ € Z,(Cy) et y € Zy(D,) alors p([z] ® [y]) = [z ® y] € Hp1q(Ci ® D,). O

4.2 Produit croisé de cohomologie
THEOREME 12 — Si X et Y sont deux espaces topologiques, il existe un morphisme naturel

H*(X;Q) @ H*(Y;G') L > H*(X xY;G® G

DEMONSTRATION — Si C, et D, sont deux complexes, on a naturellement le morphisme
suivant de complexes :

Homy (Cy, G) ® Hom4 (D*, G') — Homy (C’* R D,,G® G')
On en déduit un morphisme naturel en cohomologie :
H*(Homy (C4(X),G) @ Homy (Ci(Y),G')) — H*(Cu(X) @ Cu(Y),G® G')

De plus, en composant ce morphisme naturel avec le morphisme construit dans la construction
du produit croisé d’homologie, on obtient le morphisme naturel suivant :

H*(X;G)®@ H* (Y;G) — H*(Cu(X) @ Co(Y),G®G')
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Finalement, en composant ce morphisme avec le morphisme naturel issu du théoreme de
Eilenberg-Zilber, on obtient le morphisme naturel voulu. [J

EXERCICE — Montrer que les produits croisés d’homologie et de cohomologie sont associatifs.

4.3 U produit

THEOREME 13 - Si X est un espace topologique, il existe un morphisme naturel

H*(X;A) @ H*(X;A) — H*(X; A)

DEMONSTRATION — L’application diagonale X — X x X induit un morphisme naturel
H*(X x X;A) — H*(X; A). Il suffit donc de composer le produit croisé de cohomologie avec
ce morphisme naturel pour obtenir le U produit. [J

DEFINITION 8 (ALGEBRES ANTICOMMUTATIVES) —
— Soit B une A-algébre (associative unitaire) graduée. On dit que B est anticommutative
si et seulement si pour tous z € B, et y € B, alors zy = (—1)Pyz.
— Soient B et C deux A-algébres graduées anticommutatives. On munit le A-module gradué
B®C d’une structure d’algébre anticommutative par (b; ® c1)(by ® c2) = (—1)P9(b1b2) ®
(c1e2) si ¢y est de degré p et by de degré q.

EXERCICE - Vérifier que dans la catégorie des A-algébres graduées anticommutatives, le
produit tensoriel précedemment défini vérifie la propriété universelle de la somme directe.

EXERCICE - Si X est non vide, le U produit fait de H*(X; A) une A-algébre graduée anti-
commutative.

EXERCICE — Vérifier que la naturalité du U produit a pour conséquence que si f € Hompep (X,Y)
alors f* est un morphisme de A-algébres de H*(Y; A) vers H*(X; A).

EXERCICE — Montrer que le morphisme p: H*(X; A)@ H*(Y; A) — H*(X x Y; A) est un
morphisme de A-algébres.

4.4 N produit

THEOREME 14 — Soient n et q deux entiers, et X un espace topologique. Il existe un
morphisme naturel

HI(X; A) ® Hy(X) —= Hy_o(X)
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DEMONSTRATION — Il suffit de construire un morphisme naturel n : Homy (Ci(X), 4) ®
Ci(X) — Ci(X).
Si Cy et D, sont des complexes, il existe un morphisme naturel

h : HOmA (D*’ A) ® (C* ® D*) — C*

Pour cela, si f € Homg (Dy, A), z € Cy et y € Dy, on pose h(f @ (z ®y)) = f(y)z.

Notons 7 : Cu(X) — Ci(X) ® Ci(X) le morphisme obtenu & partir de ’application
diagonale X — X x X et de 'isomorphisme (modulo homotopies) du théoréme de Eilenberg-
Zilber. Si z € Homy (Cy(X), A) et y € Cr(X), on pose n(z @ y) = h(z ® 7(y)). O

EXERCICE ~ Siu € HP(X;A),ve HI(X) et z € Hy(X), alors

uN(wNz)=(uUv) Nz € Hyp_p_q(X)

On en déduit le théoréme suivant :

THEOREME 15 - Pour tout espace topologique X, H,(X) est un module sur H*(X; A).

5 Calculs

5.1 Introduction des foncteurs C,(-), H,(-), et H*(—,G)

Pour faciliter les calculs (prosaiquement pour augmenter le nombre de 0 qui apparaissent
dans les suites exactes), on peut introduire des foncteurs trés liés a ceux déja introduits.

Si X est un espace topologique non vide, on note C~’*(X ) le complexe de A-module noyau
du morphisme € : C(X) — A. Comme X est non vide, on a en fait la suite exacte suivante
fonctorielle de complexes (scindée) :

0—Ci(X) —>Cu(X) =—=A4—0

On note ainsi H,(—) et H*(—,G) les foncteurs homologie et cohomologie de ce foncteur
C~’*(—). Ce sont les modules d’homologie et de cohomologie singuliére réduits.

Grace aux longues suites exactes tirées de cette suite exacte de complexes, on obtient des
isomorphismes canoniques H;(X) ~ H;(X) et H(X;G) ~ H*(X;G) pour tout i > 1. En degré
0, on a les suites exactes fonctorielles suivantes :

0 —> Ho(X) — Ho(X)

A 0

te

0 G HY(X;G)— H(X;G) —0

Il est immédiat que C. posséde aussi la propriété d’invariance par homotopie. Ainsi, par
exemple, si X est contractile, H,(X) =0 et H*(X;G) = 0.
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EXERCICE — En faisant attention a ne pas appliquer cette théorie 4 'espace vide, démontrer
les résultats suivants.

THEOREME 16 - Soit (X, A) une paire d’espaces topologiques, avec A non vide. Alors, on
a les suites exactes suivantes qui sont fonctorielles :

o ——> Hy1 (X, A) — Hy(A) — Hy(X) — Hy(X, A) —= H, 1(A) — -

- —>I§T‘1_1(A) — HY(X,A) —>ﬁ[¢1(X) —>ﬁq(A) —— HI (X, A) — -

THEOREME 17 — Soit X un espace topologique, A et B deux parties de X d’intersection non
vide telles que la réunion des intérieurs de A et B soit X, alors on appelle suite exacte réduite
de Mayer-Viétoris pour I’homologie singuliére la suite exacte suivante qui est fonctorielle :

++ == Hy1(X) —> Hy(AN B) —> Hy(A) @ Hy(B) — Hy(X) —> Hy-1(AN B) —> -+

Sous les mémes hypothéses, on appelle suite exacte réduite de Mayer-Viétoris pour la
cohomologie singuliére la suite exacte suivante qui est fonctorielle :

<+——> HTYANB;G) — HY(X;G) —> HY(A;G) @ HY(B;G) —> HI(AN B;G) —> -~

5.2 Exercices
(Co)homologie des sphéres
Soit 8™ la sphére de dimension n. On note N son pole Nord et S son pdle Sud.

EXERCICE - Appliquer la suite exacte de Mayer-Viétoris aux ouverts S® — N et S" — S

pour calculer ’homologie et la cohomologie des sphéres par récurrence sur n € N, en utilisant
les foncteurs H,(—) et H*(—;—).

, , . "= s .
EXERCICE - Démontrer que ’application s o induit I'endomorphisme de mul-
tiplication par (—1)""! sur H,(S") et sur H™(S™). [Hint : Commencer par calculer I'action
d’une matrice orthogonale sur I’homologie de la sphére, en commencant par les réflexions...|

En déduire le théoréme de la boule chevelue.

THEOREME 18 (THEOREME DE LA BOULE CHEVELUE) - Sin > 1, la sphére 8"
posséde un champ de vecteurs non nuls si et seulement si n est impair.
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(Co)homologie de la bouteille de Klein
On note K la bouteille de Klein.

EXERCICE — Etablir les résultats suivants :

7 sit=0
H;(K;7Z) = Z®L)2Z sii=1
0 sinon

(Co)homologie des espaces projectifs

EXERCICE - Calculer I'homologie et la cohomologie des espaces projectifs P"(C), P"(H).

Bibliographie

HY(K;Z) =

Pour cet exposé, on pourra consulter [Spa|, [Hil], [Sch].

Z
Z
7./27.

sit=20
sit=1
sit=2
sinon

41
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Le théoréme de De Rham et la dualité
de Poincaré

Charles-Antoine Louét

Le but de cet exposé est de démontrer deux théorémes fondamentaux en cohomologie
des variétés C*°. Le premier, le théoréme de De Rham, nous dit que la cohomologie de De
Rham définie par les formes différentielles s’identifie & la cohomologie singuliére, définie par
les simplexes. La dualité de Poincaré, valable pour les variétés topologiques, mais qui ne sera
démontrée que pour les variétés C*°, permet de considérer la cohomologie de De Rham en
degré k comme le dual de la cohomologie de De Rham en degré n — k, pour toute variété C*
orientable compacte de dimension 7.

1 Introduction

1.1 Un peu d’histoire

Henri Poincaré est né & Nancy le 29 avril 1854. Son nom devient connu lorsqu’en 1889 il
regoit le prix Oscar II (roi de Suéde et de Norvége) pour “une merveilleuse étude de la stabilité
du systéme solaire”. Ses travaux sont en effet consacrés pour la plupart a I’étude des équations
différentielles, et aux problémes de stabilité. Il est notamment conduit & ’étude de certaines
équations différentielles de la forme F(z,y, Z—g) = 0 o F est un polynoéme. On peut voir les
solutions & cette équation comme les courbes intégrales d’un champ de vecteurs tangents &
S, la surface définie par 1’équation F(z,y,z) = 0. Poincaré écrit : “ Toutes les voies diverses
ot je m’étais engagé successivement me conduisaient o I’ “Analysis Situs”. J’avais besoin des
données de cette science pour poursuivre mes €études sur les courbes définies par les équations
différentielles et pour les étendre aux équations différentielles d’ordre supérieur et en particulier
a celles du probléme des trois corps”.

En 1895, il publie son article “Analysis Situs”, qui sera suivi entre 1899 et 1904 de cinq
volumineux compléments. Il introduit des concepts topologiques fondamentaux tels que la
notion d’homéomorphisme entre variétés, ’orientation, et 'homologie. Il introduit également
pour une variété de dimension n les “nombres de Betti”, et expose pour eux un “théoréme de
dualité”. Pour une variété fermée, orientée, de dimension n, B, = B;, .
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1.2 Quelques complexes

On suppose connus les complexes définissant I’homologie singuliére et la cohomologie de De
Rham (voir I’exposé d’introduction). Il a été démontré dans une session précédente du groupe
de travail que pour définir la cohomologie singuliére on pouvait utiliser soit les simplexes, soit
les cubes, et on utilisera ici plutot les cubes, simplement parce que c’est plus simple et plus
visuel, mais on peut tout aussi bien raconter tout ce qui suite dans le cadre des simplexes. On
appelle cocomplexe un complexe ascendant.

Soit X une variété C*. On note (Ci(X),d) le complexe définissant ’homologie singuliére,
et (*(X),d) le cocomplexe définissant la cohomologie de De Rham. On rappelle que la co-
homologie singuliére a valeurs dans un groupe abélien G est la cohomologie du cocomplexe
obtenu & partir de (Cx(X),d) en appliquant le foncteur Hom( ,G). On notera (C*(X),d) ce
cocomplexe dans le cas ou G = Z.

Il est possible de définir un autre complexe, qui ressemble beaucoup & Cy4(X), mais qui
utilise la structure C*° de X. Soit I = [0;1]. On pose C5(X) = {T : I" — X ; T € C*®}, on
T € C* signifie qu’il existe un voisinage de I"™ dans R™ tel que T se prolonge sur ce voisinage
en une application C*°. Le complexe lisse est en fait un sous-complexe du complexe habituel
(il est stable par §). On verra que cette inclusion induit un isomorphisme en homologie et en
cohomologie, ce qui entraine en particulier qu’on peut toujours choisir un représentant lisse
d’une classe d’homologie.

On a alors les constructions naturelles suivantes :

H"(X,R) x H,(X,R) — R HBR(X,R) x H,(X,R) — R
f, u Hf(u)(_) w o, u '_)fuw

C’est une des facons de comprendre le théoréme de De Rham : la cohomologie, qu’elle soit
définie par le cocomplexe de De Rham ou par le complexe singulier, peut étre vue comme
agissant sur ’homologie singuliére. L’isomorphisme de De Rham est défini justement pour
conserver cette action, il est donc trés naturel, et on peut dire que le théoréme de De Rham
est aussi un théoréme de dualité.

La dualité de Poincaré exprime qu’on a pour X orientable une dualité parfaite :

Hipo(X,R) x Ho(X,R) —» R
w o, 7N = [y wAn

1.3 Une technique de démonstration

On va démontrer le théoréme de De Rham et la dualité de Poincaré grace a la proposition
suivante :

PROPOSITION 1 — Soit P une propriété des variétés (topologiques, respectivement orientées,
C®, de dimension fixée,...). On fait les hypothéses suivantes sur P :
— Si X est un ouvert convexe de R", alors P(X).
— Si X s’écrit comme réunion de deux ouverts U et V, alors P(U), P(V) et PUUNV)
entrainent P(X).
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~ Si X s’écrit comme réunion d’une famille d’ouverts (U;);en vérifiant Vi U; C U1 et U
compact, alors P(U;) pour tout i entraine P(X).
— Si X est la réunion disjointe d’une famille d’ouverts possédant tous la propriété P, alors
X la posséde aussi.
— P est stable par isomorphisme.
Alors, pour toute variété paracompacte (topologique, respectivement orientée, C*, de dimen-
sion fixée,...), P(X).

DEMONSTRATION — On commence par démontrer par récurrence sur p que les réunions de p
convexes de R™ jouissent de la propriété P. Pour p = 1 c’est une des hypothéses sur P. Si on
suppose que les réunions de p convexes ont la propriété P, on en déduit qu’il en est de méme
pour les réunions de p 4+ 1 convexes. En effet, P est vraie pour la réunion des p premiers, pour
le dernier, et pour 'intersection de ces deux ouverts qui est une réunion de p convexes, et le
résultat suit de la deuxiéme hypothése sur P.

On peut maintenant s’attaquer aux ouverts de R™. Soit O un tel ouvert. On peut trouver un
recouvrement de O par une famille dénombrable de boules, disons (B;)ien. Posons maintenant
U; = By U ...U B;. Les U; forment un recouvrement de O possédant les vertus requises pour
utiliser la troisiéme hypothése sur P et conclure que P(O).

Soit maintenant X une variété paracompacte (topologique, respectivement orientée, etc...).
Si X est connexe, elle posséde une base dénombrable (cf. [Spi] pour un exposé des proprié-
tés topologiques des variétés paracompactes). X est donc réunion d'une famille dénombrable
d’ouverts (V;) qu’on peut prendre tels que V; soit un ouvert homéomorphe (difféomorphe) a un
ouvert de R™. Comme les ouverts de R possédent toujours un recouvrement dénombrable par
des ouverts d’adhérence compacte, on peut quitte a raffiner le recouvrement de X supposer
que les V; sont compacts. On pose maintenant I; = Vo U...UV;. La deuxiéme hypothése sur P
permet d’affirmer que les V; ont la propriété P, et on utilise alors la troisiéme hypothése pour
conclure. Lorsque X n’est plus supposée connexe, on 1’écrit comme réunion de ses composantes
connexes, et la quatriéme hypothése s’applique. [

On va utiliser ce théoréme pour démontrer trois choses : la dualité de Poincaré, le théoréme
de De Rham, puis que I’homologie et la cohomologie lisses sont identiques & I’homologie et &
la cohomologie usuelles. On vérifiera la premiére hypothése a la main (et c’est toujours 1a
qu’on aura le contenu géométrique simple de la preuve, le reste étant purement algébrique), la
deuxiéme découlera de la suite exacte de Mayer-Vietoris, la quatriéme et la cinquiéme seront
tellement évidentes qu’on n’aura pas a les vérifier. Pour vérifier la troisiéme hypothése, il nous
faut des compléments d’algébre, qu’on développe dans la section suivante.

2 Quelques outils

2.1 L’homologie de la limite et... la limite des homologies

Soit K la catégorie des complexes de groupes abéliens indexés par Z. C’est une catégorie
dont les objets sont les suites (K, 0, )neN, oU 0y, : K, — K1, avec 8,041 = 0. Un morphisme
entre K et L consiste en la donnée d’une suite (f,) d’applications, f, : K, — Ly, telles que le
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carré suivant soit commutatif :

5n+1
Kn Kn—l—l

if‘n lfn{—l
d

n+41
Ly, Ly

Il est possible pour une suite de complexes (K (i))ieN*, avec des morphismes de transition
K@ — K0+ de définir la limite inductive des K@ . C'est le complexe qui en degré n est
constitué de la limite inductive (au sens des Z-modules) des K,(f). De l'exactitude des limites
inductives filtrantes dans la catégorie des Z-modules on déduit facilement le résultat

H, (lim(K®))) = lig H, (K®)

Malheureusement, les choses sont moins agréables pour les limites projectives... Une suite
(K®);en+ étant donnée, avec des morphismes de transition K1) — K@) cette fois, il est
toujours aussi facile de construire la limite projective des K. On la note K,(Ioo) , et son terme
de degré n est la limite projective des Kg). Comme les limites projectives (méme filtrantes)
de Z-modules ne sont pas exactes, mais seulement exactes & gauche, le morphisme naturel
H,(K(®) — lim, H, (K®) sera seulement surjectif dans le cas qui nous intéresse, mais pas
injectif. Pour exprimer son noyau, nous aurons besoin de LiLnl, premier foncteur dérivé de (]gg
(au sens des Z-modules). La notion de foncteur dérivé sera introduite ultérieurement dans le
groupe de travail et n’aide aucunement & la compréhension de ce qui suit.

2.2 Un peu d’algébre : la limite projective et son premier foncteur dérivé

Dans toute la suite, tous les systémes projectifs seront supposés indexés par N*. On consi-
dére un systéme projectif de Z-modules, (M;) avec morphismes de transition ¢; : M1 — M;
(pour lesquels on omet souvent l'indice : ¢ : M;11 — M;). On peut définir la limite projective
de ce systéme comme un sous-module du produit direct des M;, de la facon classique. Cela
correspond & considérer le noyau du morphisme

d
(z1,22,...) —> (21— p(z2), T2 — p(x3),...)

Par définition, @%(M,) = coker d. On a donc une suite exacte :

Un morphisme ¥ entre deux systémes projectifs (a valeurs dans une catégorie quelconque)
(M, p) et (N,) est la donnée d’une famille (¥;) de morphismes ¥; : M; — N; telle que les
carrés

M; < M

P,k

Ni < N'H—l
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soient commutatifs. On alors un morphisme naturel lim Hw,) - lim HM;) — Jim H(N;) défini
par le diagramme suivant :

ll'&i(q’i) lH\I’i lH‘I’i lm}(%)
0 — lim; (Vi) IT; Ni —> 1, Ni — lim }(N;) —>0

11 est laissé en exercice aux lecteurs assidus de montrer que @21 est bien un foncteur. Nous
sommes maintenant en mesure de combler le défaut d’exactitude de @1 On dit qu’une suite
de systémes projectifs 0 — (M]) — (M;) — (M]') — 0 (& valeurs dans une catégorie abélienne
quelconque) est exacte si pour tout i, 0 — M, — M; — M/ — 0 est exacte. On a alors le
théoréme suivant :

THEOREME 1 - Soit 0 — (M]) — (M;) — (M]') — 0 une suite exacte de systémes projectifs
de Z-modules. On a alors une suite exacte (plus) longue :

0 — lim, (M) —> Jim, (M;) — > lim, (M?)
lim ! (M!) — lim }(M;) — lim}(M}') —> O

DEMONSTRATION — Considérons le cocomplexe K défini par Ko = K1 = [[M; et K, =0
pour les autres n. On prend pour opérateur cobord d : Ky — Kj. La cohomologie de ce
complexe vaut lim,(M;) en degré 0, @}(MZ) en degré 1 et 0 partout ailleurs. On définit de
méme K’ et K” & I’aide de M’ et de M". On obtient une suite exacte 0 - K' -+ K — K". Sa
suite exacte longue de cohomologie donne exactement le résultat voulu. O

LEMME 1 - Soit (M;) un systéme projectif de Z-modules. Si M; 1 — M; est surjectif pour
tout ¢ alors @}(MZ) = 0.

DEMONSTRATION - Il suffit de se rappeler de la définition @}(Mz) = coker d et de vérifier
que d est surjective, ce qui est immédiat. O

En fait, 'hypothése faite sur les morphismes de transition est un peu trop forte et on peut
améliorer le résultat :

LEMME 2 (MITTAG-LEFFLER) — Soit (M;) un systéme projectif de Z-modules. On sup-
pose que pour tout i, il existe ig > i tel que im(M; — M;) = im(M;, — M;) pour tout j > i.
Alors @}(MZ) =0.

DEMONSTRATION — Soit M] = im(M;, — M;). Le morphisme de transition M;y1 — M;
induit un morphisme Mj, , — M]. En effet, on vérifie que im(M;, , — M;) = M. On a
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alors un nouveau systéme projectif (M). Il vérifie les condition du lemme 1, on en déduit que
lim (M) = 0.

On considére maintenant M}’ = M;/M]. On a encore un systéme projectif, défini par les
morphismes de transition passés aux quotients. Il vérifie la propriété suivante, qui fait d’ailleurs
qu’on dit de lui qu'il est “trivial” : pour tout i, il existe ip tel que la fleche M| — M soit nulle.
Appelons ¢ les morphismes de transition de M"”. Pour y = (y1,¥2,...) € [[ M/, la trivialité de
M" permet de définir = (z1,22,...) € [[ M/ par la formule z; = Y 5, ©*ypyi. On verifie
qu’on a alors d(z) = y, ce qui montre que d est une surjection. Il en découle que l(inz1 (M") =0.

Remarquons pour conclure qu’on a une suite exacte 0 — (M) — (M;) — (M]') — 0 et
qu’en vertu du théoréme 1 on a 0 — @}(Mz) — 0.0

On arrive maintenant au résultat final de cette section, qui nous servira dans la suite.

THEOREME 2 — Soit (KW) un systéme projectif de complexes de Z-modules. On suppose
que pour tout ¢, @%K,gz) = (0. On a alors pour tout q une suite exacte naturelle

0 —lim | Hy 4 (K©O) — Hy(K()) — lim, H,(K)) —0

DEMONSTRATION — Voici & quoi ressemble (K@) :

-

(4) i+1
e KO~ K
K‘gz) K(gH-l) -
i i+l
- KQ1 -~ éfl ) -~
Considérons les suites exactes

02 - K® - BY 0 (1)
0 BW - z® 5  HY -0 (2)

On peut leur appliquer le foncteur Ligi, et obtenir les suites du théoréme 1. On trouve alors
grace a (1), puis en utilisant (2) :

lim!BY, = 0 (3)
Jim; Z = Jim; H (@)
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On obtient finalement les suites suivantes & partir de (1) et (2) :

0—>l<1_Z(’ —>;1_K)—>LB = 1im}Z{0 -0 (5)
O%LB(Z%LZ —)LHZ)—)O (6)

On vérifie & la main que
2 = lim 2 (7)
K3

Il y a une petit ambiguité dans la notation employée ci-dessus : 1’égalité ressemble beaucoup &
la définition qu’on a donnée de L(°®) pour un complexe quelconque L. En fait, par Z(SOO), il faut
entendre en ’occurrence “les cycles de K (c0)»_ . Mais ici, on montre qu’on peut se permettre
de faire la confusion. C’est di au fait que lorsqu’on a un morphisme de systémes projectifs
de Z-modules, les opérations “prendre le noyau” et “prendre la limite projective” commutent.
Le défaut de commutation entre “prendre la limite projective d’un complexe” et “prendre son
homologie” viendra donc de la différence entre les bords de K (%) et lim, B(gl). C’est cette
différence qu’on va mesurer maintenant, et afin de bien garder les idées en place, on n’utilisera
pas la notation B(Oo). On parlera de B,(K(*)) pour désigner les bords du complexe & Iinfini,

(00 )
g+1-
Considérons le diagramme :

c’est-a-dire im 6>

; ; 4 i i i
0—> z{) — K : K — kY, /BY —0 (8)
N
BY,
0 0

Il est constitué de trois suites exactes, I'une d’entre elles est (1). On applique le foncteur @@
a (8), en se souvenant de (3) et de (5) pour obtenir

()
0 —lim, 70 — K b K1) — Jim (K, /BY) —>0
q q qg—1 1 g—1
\O(; y
Wm, B, Jm ; Zg

7

0
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autre diagramme de suites exactes. On voit ici que im 5500) C im g . Le quotient se calcule dans
Bé’_)l : en effet im(d((loo)) est I'image de im fo, par l'injection go. Par conséquent, le quotient

(00)

imgeo/imdg ’ n’est autre que le conoyau de foo, sOit @}Z&i) . On a donc démontré
By (K™) C lm B, (9)

et surtout

L B(Z)

B (K = lim } Z{" (10)

Maintenant, constatons qu’on a bien stir B( ) Cc Z @

g1, €t comme la limite projective est exacte
a gauche, on trouve que

im By,  lim 7, (11)

(9) et (11) nous permettent de parler de la suite exacte

() : (i) i ()
00— UmBo, _ Um,Z7, m; 2,y 0

Bg—1(K () By—1(K()) &Bél—)l

Mais par (10) puis (4) le premier terme vaut 'm%Héi). (7) nous dit que le deuxiéme terme est

Hg_1(K®), alors que le troisiéme est lim, H éi_l. On a donc bien la suite exacte annoncée. [

2.3 Un peu de topologie

THEOREME 3 — Soit M une variété paracompacte C*® et U et V deux ouverts de M tels que
M =UUYV. Alors il existe deux fonctions f et g appartenant 4 C*° (M, R) telles que f +g =1,
f=0,g >0 et telles que le support de f soit inclus dans U et celui de g dans V.

DEMONSTRATION — Le lecteur soucieux de connaitre les détails techniques de cette démons-
tration pourra consulter [DR]. O

On en déduit le résultat suivant.

THEOREME 4 — Soit M une variété C* paracompacte et U un ouvert de M. Soit K C U
une partie compacte. Alors il existe h € C*°(M,R) telle que 0 < h < 1, valant 1 sur K et a
support inclus dans U.

DEMONSTRATION — Il suffit d’appliquer le théoréme 3 au recouvrement M = U/UV en prenant
pour V le complémentaire de K dans M. On obtient deux fonctions f et g, g valant 0 sur K.
Donc f vaut 1 sur K. De plus son support est inclus dans ¢. O
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3 Trois démonstrations

3.1 Le théoréme de De Rham

Soit X une variété C*° quelconque. On définit un morphisme ¢ entre le cocomplexe de De
Rham et le cocomplexe singulier lisse par :

OF(X) — Ck(X,R)

CEL - R
AT (&

C’est la formule de Stokes qui nous dit que nous avons défini 13 un morphisme de cocomplexes.

THEOREME 5 (DE RHAM) - Pour toute variété paracompacte C* X, ¢ induit un iso-
morphisme (fonctoriel) en cohomologie.

DEMONSTRATION — On se sert de la proposition 1 pour obtenir le résultat. On commence
donc par supposer que X est un convexe de R".

On sait alors que la cohomologie de De Rham est nulle sauf en degré 0 ou elle est de di-
mension 1, et qu’il en va de méme pour la cohomologie singuliére (on accepte pour le moment
que les cubes lisses et les cubes continus définissent la méme homologie et la méme cohomo-
logie). Tout se passe donc en degré 0. Mais un cocycle singulier en degré 0, c’est un élément
de Hom(Cy(X),R), qui est nul sur les bords. Comme Cy(X) est le module libre engendré par
les points de X, Hom(Cp(X),R) est exactement égal & RX. Soit f un cocycle de degré 0, et
soient a et b deux points de X. b — a est le bord du segment [a,b], car X est convexe. On a
donc f(a)— f(b) =0 et f(a) = f(b). f provient donc de la fonction qu’elle définit ainsi, qui est
une fonction constante et qui est donc bien un cocycle en cohomologie de De Rham puisque
sa différentielle est nulle.

On suppose maintenant que X est réunion de deux ouverts U et V tels que U, Vet U NV
vérifient le théoréme de De Rham. On peut écrire les suites de Mayer-Vietoris en cohomologie
de De Rham et en cohomologie singuliére. En notant ¢* le morphisme induit en cohomologie
par ¢, on a pour tout degré g le diagramme :

HEp U) @ H (V) —>=HEp U NV) —=Hp(X) —=Hp () © Hpp(V) —=HE U NV)

| |+ l@* lw* lw*

HIY(U) @ HIH(V) —H (U NV) —— HY(X) HY(U) @ HY(V) HIUNY)

ou, bien sir, les cohomologies singuliéres sont & coefficients dans R. Comme le diagramme
est commutatif, et qu’on a supposé que les deux fleches des deux extrémes étaient des iso-
morphismes, on conclut par le lemme des cinq que la fléeche du milieu en est un aussi. Par
conséquent, ¢ induit bien un isomorphisme en cohomologie pour X.

Supposons maintenant que X s’écrive comme réunion d'une famille d’ouverts (U4;);en véri-
fiant Vi  U; C Uj41 et U; compact. Il est assez facile de voir que le cocomplexe de De Rham de
X est la limite projective des cocomplexes de De Rham des U;. En d’autres termes, on a pour
tout degré ¢ : Q9(X) = lim, Q9(14;). Montrons & I'aide du lemme 2 que @}Qq(ui) = 0. Soit 7 un
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entier, et g tel que U;, D U;. L'existence d’un tel 4g est une conséquence de la compacité de U;.
Soit w une g-forme différentielle sur U;,. On peut appliquer le théoréme 4, qui nous donne une
fonction h € C®(X,R) telle que h = 1 sur K = U;, avec le support de h inclus dans U = U;,.
La forme hw se prolonge (par 0) & n’importe quel ouvert plus grand que U;,, et en particulier &
Uj pour j > ip. Autrement dit, on a montré que im(Q4(U;) — QI(U;)) = im(QI(Us,) — QI(U;))
pour tout j > 9. On a donc bien que @%Qq(X ) = 0. On applique alors le théoréme 2 pour
obtenir une suite exacte :

0 — lim} H 2 (Us) — HY p(X) — Lim, HY, () —>0

On recommence avec la cohomologie singuliére : on constate d’abord que le cocomplexe singulier
de X est la limite projective des cocomplexes singuliers des U;. Cette fois-ci, il est plus facile
de montrer que lim;C7(;) = 0. En effet, Cf(Uiy1) — CF(U;) est une surjection : il suffit
pour s’en convaincre de voir que C,f(ui) est un facteur direct de Cqﬁ (Uit+1)- On applique alors
le lemme 1, puis le théoréme 2. On obtient alors une suite exacte analogue a la précédente, et
en appliquant ¢x*, on obtient le diagramme suivant :

0 — lim ! HY, 2 ;) — HY p(X) — lim, HY, 5 () —>0

0 — lim } H'™ (14;) —— H(X) Wm, HY(U;) —0

Et encore une fois avec le lemme des cing, on a l’isomorphisme voulu.

Maintenant, il est clair que le propriété “vérifier le théoréme de De Rham” est stable par
isomorphisme, et qu’en outre si elle est vérifiée par chacun des ouverts d’une réunion disjointe
d’ouverts, alors elle est vraie pour leur réunion.

D’apreés la proposition 1, on a terminé. [

3.2 La dualité de Poincaré

Nous allons maintenant démontrer la dualité de Poincaré, en utilisant exactement la méme
méthode. On suppose connues les définitions de la cohomologie de De Rham a support compact.
Elles figurent dans tous les livres de géométrie différentielle élémentaire, dans les cours de
maitrise sur ce sujet, et ont été précédemment évoquées dans le groupe de travail.

Soit X une variété C*° orientable de dimension n quelconque. On définit le cocomplexe
©* en appliquant le foncteur Hom(_,R) au complexe D, = Q% *(X). On a donc OF(X) =
Hom(Q% %, R).

EXERCICE - En utilisant le fait que R est un corps, démontrer que la cohomologie de © en
degré k est le dual de la cohomologie de De Rham & support compact en degré n — k de X.

Dans toute cette partie, H désignera toujours la cohomologie de De Rham.
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On définit maintenant un morphisme ¢

QF(X) — ek (X)
n—k
© v —_— QX)) — R
u = [yuAv
THEOREME 6 (POINCARE) — Pour toute variété X, C* orientée et paracompacte, le mor-

phisme ¢ induit un isomorphisme en cohomologie, et on a par conséquent H*(X) = H’lek(X )*.

DEMONSTRATION — On va encore utiliser la proposition 1. Commencons par le cas ou X = U,
un ouvert convexe de R". Comme il existe entre X et R” une équivalence d’homotopie propre,
on peut méme supposer que X = R". La cohomologie de De Rham a support compact est
alors connue et vaut 0 en tout degré sauf en degré n ou elle vaut R. La cohomologie de De
Rham, elle, est nulle sauf en degré 0 ou elle est de dimension 1, représentée par une fonction
constante, disons v = 1. Il suffit donc de montrer que le morphisme : H3(X) — R, qui a une
n-forme v associe son intégrale sur R est un isomorphisme. Mais comme elle est linéaire de R
dans R, il suffit de voir qu’elle est non nulle.

EXERCICE - En utilisant les suites de Mayer-Vietoris, démontrer que si X =U UV ou U,
V et U NV sont des ouverts de X pour lesquels la dualité de Poincaré est vraie, alors elle
est vraie pour X également. (Indications : faire attention & la suite de Mayer-Vietoris pour la
cohomologie de De Rham a support compact : elle va dans le sens opposé au sens habituel ;
puis utiliser 'exactitude du foncteur Hom(_,R).)

Supposons maintenant que X s’écrive comme réunion d’une famille d’ouverts (U;);en véri-
fiant Vi U; C Ui, 1 et U; compact. On sait déja que pour tout degré ¢, Q9(X) = Jim, QUU;),
et que de plus le systéme projectif (Q94(U;))ien+ vérifie les conditions du lemme 2. Remar-
quons & présent qu’on a QF *(X) = lim, Q%% (U;). T en découle immeédiatement que OF(X) =

lim, O (U;).

EXERCICE — Vérifier que le systéme projectif (©%(U;));en+ satisfait les conditions du lemme
2, et finir la preuve comme pour le théoréme de De Rham. (Pour vérifier les conditions du
lemme 2, utilisez de nouveau le lemme 4). O

3.3 (Co)homologies singuliéres lisse et non lisse

Comme annoncé plus haut, nous allons maintenant voir pourquoi les complexes singuliers
lisses et non lisses définissent la méme homologie et la méme cohomologie. Soit donc X une
variété C*. On a un morphisme i : C5(X) — C4(X), qui est tout simplement I'inclusion de
C£(X) dans C,(X). En appliquant le foncteur Hom(_,R), on obtient j : C*(X) — C5(X).

THEOREME 7 — i et j induisent des isomorphismes en homologie et en cohomologie.
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DEMONSTRATION — On commence par traiter le cas d’'un convexe O de R™.

Afin de déterminer la cohomologie ou ’homologie (non lisse) d’un tel espace, on avait
construit une équivalence d’homotopie entre lui et le point de la facon suivante. Soit z¢ € O,
et ¢ : O — {zo} application constante. Alors ¢ est une équivalence d’homotopie. En effet, si
on note ¢ 'inclusion de {zo} dans O, on a ¢ o = Id,,. Maintenant, ¢ o ¢ est homotope a Idp
par ’application

OxI — (@)
)
{ (z,t) — tzg+(1—t)z

qui est telle que ®(z,0) = Idp et ®(z,1) = 1o p(x) = xo. Mais dans le cas lisse, cette
démonstration marche également car ® est C*°. Or, on montre 'invariance de la (co)homologie
lisse par homotopie C* exactement comme dans le cas non lisse.

On peut donc affirmer que le cas d’'un convexe est traité, car il se réduit au cas du point.
Or, sur un point, les cubes continus sont lisses.

Pour les réunions de deux ouverts, il nous faut Mayer-Vietoris pour ’homologie et la coho-
mologie lisses. Mais cela s’obtient a partir d’une suite exacte de complexes semblable & celle
qu’on écrit pour la théorie singuliére non lisse, et qui reste exacte pour les cubes lisses.

La stabilité par isomorphisme et par réunion d’ouverts disjoints est immeédiate.

Il reste le cas d’une réunion croissante d’ouverts. En homologie, on doit faire des limites
inductives, c’est-a-dire qu’on a : C'qL(UiL{i) = lim, C(f(L{i) et la méme chose sans le joli L. Les
homologies des limites sont alors les limites des homologies et elles sont donc égales. On n’a
méme pas besoin de supposer que la famille des ouverts (i4;) vérifie d’autres hypothéses que
la croissance, ni méme de supposer qu’elle est indexée par N*, ce qui entraine que les cubes
lisses et les cubes non lisses définissent la méme homologie pour n’importe quelle variété C*,
qu’elle soit paracompacte ou non. En cohomologie, en revanche, on doit prendre des limites
projectives. Mais si U C V, alors CZ(V) — C%(U) est une surjection car CF(U) est un facteur
direct de CqL(V), les fonctions sur le premier se prolongent donc sans probléme aux fonctions
sur le second. Il en va de méme pour le cocomplexe non lisse. On a donc terminé la preuve, mais
en revanche, on n’obtient le théoréme en cohomologie que pour les variétés paracompactes. [

Bibliographie
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Le théoréme d’unicité
d’Eilenberg-Steenrod

Yann Ollivier

Ce théoreme, énoncé dans [ES|, affirme que deux théories (co)homologiques sur des com-
plexes simpliciaux finis sont isomorphes (un complexe simplicial est une réunion de simplexes
collés par certaines de leurs faces).

Apres avoir précisé ce qu’on entend par « théorie (co)homologique » dans ce cadre, on donne
quelques éléments de la démonstration. Notre propos n’est pas de démontrer complétement le
théoréme mais d’expliquer succinctement la démarche.

Le mot-clé est évidemment « fini » ; si I'on enléve cette hypothése, méme pour des variétés
on peut trouver différentes notions de cohomologies incompatibles dans leur traitement de
linfini : cohomologies & support compact, L?. ..

Par la suite, tous les espaces topologiques considérés seront supposés étre des complexes
simpliciaux finis. Le théoréme s’applique donc & tout espace finiment triangulable, et en par-
ticulier aux variétés différentielles.

Les formulations homologiques et cohomologiques sont équivalentes ; on travaille en homo-
logie.

1 Théories homologiques

Une théorie homologique H dans la catégorie des complexes simpliciaux finis (avec les
applications simpliciales), & valeurs dans un groupe G, est la donnée pour chaque paire X, A
(A C X), d’'un G-module gradué H, (X, A; G) ainsi que d’un opérateur de bord 0 : Hy(X, A) —
Hy 1(A), vérifiant les propriétés classiques suivantes :

1. l'application qui & X, A associe H,(X, A) est fonctorielle;

2. le diagramme suivant est commutatif :

Hy(X,A) —L~ H,(Y, B)

0, |o

Hyo1(A) —L> Hy1(B)
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3. la suite exacte d’une paire est vérifiée :
I7]
Hy(A) —= Ho(X) — Hy(X, A) —=Hg 1(4) —---

fi
4. si les deux applications (X, A) (Y, B) sont homotopes, alors les applications in-
f2
duites en homologie sont égales;
5. la propriété d’excision est vérifiée : si U est un ouvert de X tel que ’adhérence de U est

contenue dans l'intérieur de A, 'application induite par 'inclusion
Hy(X -U,A-U) = Hy(X,A)

est un isomorphisme ;
6. si X est réduit & un point, on a Hy(X) = 0 pour ¢ > 1, et Ho(X) =G.
Dans ce qui suit, on utilisera aussi la suite exacte de Mayer-Vietoris, qui est une conséquence

formelle de ces axiomes.
Voici le théoréme :

THEOREME 1 (EILENBERG — STEENROD) — Soient H, et H, deux théories homologiques
a coefficients dans G et G, et soit ¢ : G — G un morphisme de groupes. Alors pour tout
complexe simplicial fini X, pour tout A C X (et donc pour tout espace topologique finiment
triangulable), on a un unique morphisme de modules différentiels gradués de H,(X,A) dans
H.(X,A), covariant en (X, A), confondu avec ¢ si X est un point. De plus, si ¢ est un
isomorphisme, ce morphisme aussi.

2 Etapes de la démonstration

Soit H une théorie homologique sur les complexes simpliciaux finiment triangulés. II suffit
de montrer que H est isomorphe & ’homologie combinatoire du complexe simplicial (celle dont
les chaines sont les cellules du complexe, et 'opérateur bord, le bord dans le complexe).

L’idée est de « récupérer » le complexe simplicial de maniére formelle a partir de son
homologie. On note K? le g-squelette du complexe K (i.e. les cellules de dimension inférieure
a q). On pose :

Cy(K) = H,(K®,K7)

On va montrer que cet espace s’identifie aux cellules de dimension g du complexe; I’homo-
logie des Cy(K) est donc I’homologie combinatoire du complexe, et on montrera, grice a cette
expression algébrique en fonction de la théorie H, qu’elle est isomorphe & H.

Montrons d’abord que C4(K) s’'indentifie aux faces de dimension g de K. Ensemblistement,
K9 est une union de g-simplexes, et l'intersection de deux d’entre eux est incluse dans K771,
Par conséquent, en écrivant la suite exacte de Mayer-Vietoris, on trouve simplement

H, (K9, K7 = ey H,(s,0s)

s cellule de dimension ¢
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Or Hp(s,0s) est explicitement calculable & partir des axiomes, & coups d’homotopie et
autres. C’est G (’espace des coefficients) si p = ¢ (cas qui nous intéresse ici), 0 si p # ¢ (ce qui
nous servira plus tard). Notre espace C; s’identifie donc aux faces de dimension g du simplexe.

Reste & construire un bon opérateur de bord sur Cy,. Dans notre théorie cohomologique H,
on a un extrait de longue suite exacte du triplet (K9, K9~ K972) :

HC](an Kq_l) —8> q—l(Kq_lv Kq_Q)

qui va donc de Cy(K) vers Cy_1(K) et est un candidat révé comme opérateur bord. On peut
vérifier qu’il s’identifie bien avec le bord habituel des g-cellules de K.

L’homologie des Cq(K) pour cet opérateur de bord est donc I’homologie combinatoire du
complexe K. Avoir construit cette derniére a partir de H selon un procédé algébrique va
permettre d’identifier les deux en chassant dans le diagramme suivant :

Hyi1 (K7, K9) Hy1(K97?)
5 6q+1 l
HYKT) H,(K9) Hy(K9, K™ —% > H,_ (K9
K l
Hy KT+ H, (K7, K9-2)

Hq(KtH-l’Kq)

A noter que la ligne diagonale est celle qui nous intéresse : le quotient de I'image de 9,41 par
le noyau de J, est I’homologie combinatoire des Cy K, on veut montrer qu’elle est isomorphe a
H,.

La ligne horizontale est la suite exacte longue de K9, K91 ; les lignes verticales, de K91, K49
et K91, K9 2. Le diagramme est commutatif par définition de la suite exacte d'un triplet &
partir de la suite exacte d’une paire.

On utilise la suite exacte
Hy (KPT KP) — Hy(KP) — Hy(KP'Y) — H (KPT KP)

et le fait énoncé plus haut que Hy(KP*!, KP) est nul pour g # p+1; cela donne, en particulier,
que Hy (K1) = Hy(K?2%) = ... = H,(K), d’une part, et que Hy (K% 1) = H)(K??) = ... =
0 d’autre part.



LE THEOREME D’UNICITE D’EILENBERG-STEENROD 57

Remplagant dans le diagramme, on trouve :

Co+1(K) 0

Og+1
7]

0 — Hy(K9) —1>Cy(K) —2> H, 1 (KT)

Hy(K) Cq-1(K)

0

Une simple chasse au diagramme montre alors que
Ker9,/Im 0441 = Ker0/Im 0y41 =Imj/Im 0,41 = HY(K?)/Im 0 = Hy(K)

ce qui démontre 'isomorphisme entre I’homologie simpliciale et la théorie homologique H.

Bibliographie

Pour cet exposé, on pourra consulter [ES].
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Quelques résultats sur la caratéristique
d’Euler

Julien Marché

Dans cet exposé, on rappelle les définitions et premiéres propriétés de la caractéristique
d’Euler. On donne ensuite des éléments de théorie de Morse (points critiques des fonctions
réelles sur les variétés) et son lien avec la cohomologie. On construit ensuite la classe cohomo-
logique de Thom pour un fibré vectoriel ; on en donne de nombreuses applications & 1’étude
des champs de vecteurs.

1 Notations et définitions

Soit M une variété différentiable réelle. On note H*(M) le i-éme module de cohomologie
de Rham de M & coefficients réels. S’ils sont de dimension finie. On définit la caractéristique
d’Euler de M et on note

X(M) = (—1)" dim H*(M).
>0

Il est immédiat d’aprés la définition que la caractéristique d’Euler est invariante par dif-
féomorphisme. On s’intéresse dans toute la suite de cet exposé aux multiples propriétés et aux
calculs de cette caractéristique.

On appelle i-éme nombre de Betti et on note b;(M) la dimension de H"~*(M). On peut déja
donner quelques calculs de caractéristique d’Euler :

PROPOSITION 1 —
1. x(S™) =1+ (-1)"
x(M x N) = x(M)x(N)
3. Si M est une surface de genre g, x(M) =2 —2g
4. Si W est une variété de bord M, alors x(W, M) = x(W) — x(M)
5. Si M est réunion de deux ouverts U et V, alors x(M) + x(UNV) = x(U) + x(V).

N

DEMONSTRATION — La démonstration consiste seulement a calculer les cohomologies des
espaces considérés. Si on définit Px(t) = > b;(X) t*, on a bien sir que x(X) = Px(—1).

7
La formule de Kiinneth nous dit que Pxxy = PxPy. La propriété 2. est alors évidente. La
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propriété 4. résulte de la suite exacte du triplet, la propriété 5. de celle de Mayer-Vietoris. La
propriété 3. se déduit du calcul des cohomologies ou en considérant des recouvrements et en
applicant la propriété 5. O

Une des principales et des plus intéressantes propriétés de la caractéristique d’Euler est son
lien avec les champs de vecteurs tangents. Mais ce lien n’est pas évident & démontrer, et 1'une
des possibilités est de passer par la théorie de Morse.

2 Théorie de Morse

2.1 Propriétés principales

Soit M une variété différentiable compacte de dimension n et f une fonction C* définie
sur M a valeurs dans R.
Soit = un point critique de f et X, Y deux champs de vecteurs définis au voisinage de z. Alors
H(X,Y)= (X Y- f)(z) ne dépend que de la valeur de X et Y en z. En effet, ceci ne dépend
que de la valeur de X en x et comme H(X,Y) — H(Y,X) = ([X,Y] - f)(z) =0 (car = est un
point critique), H est symétrique, et cela ne dépend aussi que de la valeur de Y en z.

DEFINITION 1 — On appelle hessienne de f en z, point critique de f la forme bilinéaire
symétrique H. On dit que x est un point critique non dégénéré si H est non dégénérée. On
appelle indice de = le nombre de —1 qui apparaissent dans la réduction de la forme quadratique
associée a H.

Enfin on appelle fonction de Morse une fonction dont tous les points critiques sont non dégé-
nérés et dont les valeurs sont distinctes.

L’élément essentiel de cette théorie est le lemme de Morse :

PROPOSITION 2 — Soit x un point critique non dégénéré de f d’indice p. 1l existe alors un
systéme de coordonnées locales (y1,... ,yn) centrées en x tel que f ait pour expression dans
ces coordonnées

F=F) ==yl 4

Ce lemme montre en particulier que les points critiques d’une fonction de Morse sont isolés
donc en nombre finis car M est ici supposée compacte.

THEOREME 1 - Pour toute variété C'*°, il existe une fonction de Morse.

DEMONSTRATION — La démonstration est donnée dans la deuxiéme partie, comme applica-
tion du théoréme de Sard. O

Soit f une fonction de Morse sur M, pour tout a qui ne soit pas une valeur critique de
f, on note M, = f~Y(] — 0o, al]). M, est alors une sous varié¢té de dimension n de M de bord
M = f~1({a}).
THEOREME 2 — Si[a,b] est un intervalle ne contenant aucune valeur critique de f, alors il
existe un difféomorphisme h de M® x [a, b] sur f~'([a,b]) tel que pour tout (z,t) € M x [a, b],
f(h(z,t)) =t.



60 JULIEN MARCHE

DEMONSTRATION — On munit M d’une structure riemannienne. Soit ®; le flot de grad f/||grad f||.
On pose alors h(z,t) = ®;_4(z) qui satisfait bien I’équation du théoréme car grad f ne s’annule
jamais sur f~!([a, b]). De plus, Iinverse est donné par h~!(y) = (®a—s(y), f(y)) ce qui garantit

bien que h est un difféomorphisme. O

Il nous reste maintenant & caractériser la cohomologie de M en terme des points critiques
de f ce que fait en partie le théoréme suivant :

THEOREME 3 - Si [a,b] est un intervalle compact de f(M) ne contenant que la valeur
critique ¢ (a < ¢ < b), et si p est I'indice du point critique x correspondant, alors

HY(My,Mo) =0siq#p
Rsig=p

DEMONSTRATION — D’aprés le lemme de Morse, on peut trouver un systéme de coordonnées
locales (y1, ... ,yn) centrées en z définies sur un ouvert U telles que fly =c—y? —--- — yg +
RS y”%_

On peut de plus supposer qu'il existe ¢ > 0 tel que ¢ soit la seule valeur critique dans Je—e¢, c+¢]
et que pour tout ¢ et tout y € U, y? <e.

Le théoréme précédent nous dit en particulier que si [c,d] ne contient aucune valeur critique

. .. €
de f, alors M, se rétracte par déformation sur M., cela nous permet de choisir a = ¢ — 2 et

b=c+ %

Si p est nul, la variété My est difféeomorphe & 1'union disjointe de M, avec une boule fermée
B™. On a donc HY(My, M,) = R et HI(My, M,) = 0 pour tout ¢ > 0. Dans le cas général,
My, est difféomorphe & M, ot ’on a rajouté une anse d’indice p. Cette opération est définie de
la maniére suivante. Considérons Hj,, = BP x B" P, c’est une variété a coins dont le bord se
décompose en une zone d’attachement SP~! x B™ P et une surface latérale BP x S P~1. Si
on se donne un plongement ¢ de la zone d’attachement dans M,, on peut considérer la variété
M, U, H, comme une variété différentiable apres avoir lissé les coins.

PROPOSITION 3 — La variété My est difféomorphe a la variété M, a laquelle on a rajouté
une anse d’indice n — p.

En effet, considérons un voisinage U du point critique : & l'exterieur, la variété M, \ U
se rétracte diffeomorphiquement sur M, \ U, et a l'intérieur, le lemme de Morse décrit une
situation semblable & celle qui est représentée sur le schéma. Il est alors clair que ’on passe de
M, a My en rajoutant une anse d’indice p.

HY(My, M,) = HI(Hp,, S~ x B"™P)
= HY(B?, 8P~ par rétraction
=0sig#petRsiqg=np.
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FiG. 1: Singularité d’une fonction de Morse

On déduit ainsi de la suite exacte du triplet (&, My, Mp) :
w = HY(Mp, M) — HI(Mp) — HY(Ma) — H™ (M, My) — -+

que sip =0, bo(Mp) = bo(M,) + 1 et by((Mp) = bg(M,) pour tout g > 0.
Puis si p > 0, comme HItY(My, M,) = HI~Y(My, M,;) = 0, la suite exacte devient :

0 — HP™(My) — HP™'(My) — HP(My, My) — HP(My) — HP(M,) — 0.

On en déduit que b,_1(Mp) < bp—1(My), by(Mp) > b,y(M,) grace a l'injection et & la surjection
puis, by—1(Mg) — bp—1(Mp) + bp(Mp) — by(M,) = 1 comme la suite ci-dessus est exacte. Il n’y
a donc que deux cas possibles résumés dans I’expression suivante :

bp—1(Mp) = bp—1(M,) — €
bp(Mp) = bp(Ma) + (1 —¢)

ou € vaut 0 ou 1.
COROLLAIRE — Les cohomologies d’une variété compacte sont de dimension finie.

DEMONSTRATION — Soit f une fonction de Morse sur M et ¢; < ... < ¢ ses valeurs critiques.
Soit a; une suite de nombres réels vérifiant ap < ¢1 < a1... < ar_1 < ¢ < a,. Alors M,,
est vide donc ses cohomologies sont de dimension finie, puis par récurrence, grace au théoréme
précédent, M, = M a ses cohomologies de dimension finie. [

2.2 Inégalités de Morse
Appelons C; le nombre de points critiques d’indice ¢ de M.

THEOREME 4 —
1. by(M) < Cy pour tout g

n

2. x(M) = > (=1)1C,

q=0
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DEMONSTRATION — On garde les mémes notations que dans le corollaire précédent, et on
montre la propriété par recurrence sur les M,;, la proposition étant trivialement vraie pour
M,,. Notons Cy(a) le nombre de points critiques d’indice g de f|a,.

Supposons la proposition vraie jusqu’au rang ¢, on rappelle que si p est l'indice de la valeur
critique a;+1, et p = 0 alors bo(Mp) = bo(Ma) + 1 et by(My) = by(M,) pour tout ¢ > 0. Comme
Colait1) = Co(a;) + 1 et Cy((Mp) = Cy(M,) pour tout ¢ > 0, la proposition est encore vraie
au rang ¢ + 1.

Sip >0, comme Cp(ai+1) = Cpa;) + 1 et Cy(Mp) = Cy(M,) pour tout g # p et comme

bp—l(Mb) = p—l(Ma) — &
bp(Mp) = by(Ma) + (1 —¢)
on voit que bg(Mg,,,) = bg(My;) < Cy(a;) = Cy(a;y1) pour tout ¢ #p — 1, p.
Puis bp—l(Maiﬂ) = bp—1(Ma,;) — € < bp—1(My,;) < Cp-1(ai) = Cp1(ait1) et
bp(Ma,y,) = bp(Ma;) +1 — € <bp(My,) +1 < Cplai) + 1 = Cplait).
Quant a la caractéristique d’Euler, il est clair que x (M, ,) = x(Mq,)+(—=1)P et > (=1)?Cy(ai41) =
q=0

ZO(—l)qu(ai) + (—1)P donc par hypothése de recurrence, x(M,,,,) = ZO(_l)qu(aiH)- O
= =

2.3 Conséquences

THEOREME 5 — Soit p: M — N un revétement entre deux variétés compactes et m le
nombre de feuillets. Alors x(M) = mx(N).

DEMONSTRATION — Soit f une fonction de Morse sur N alors g = f o p a tous ses points
critiques non dégénérés mais n’est pas une fonction de Morse sur M, cela en fait n’influe pas

beaucoup sur la démonstration précédente. On a alors que Cy(g) = nCy(f) d’ou la proposition.
O

En particulier, 'ordre d’un groupe fini opérant différentiablement et librement sur une
variété compacte sans bord divise sa caractérisitque d’Euler.

THEOREME 6 — Si M est compacte et de dimension impaire, x(M) = 0.

DEMONSTRATION — Soit f une fonction de Morse sur M, alors —f est encore une fonction
de Morse et Cy(—f) = Cp—q(f). Ainsi

Il
|
—_
N
S
L
2
—~
s
N—

Comme on a supposé que n était impair, cela implique que x(M) =00
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3 L’application de Gauss

3.1 Préliminaires

Soit M une variété compacte de dimension n plongée dans ’espace euclidien R™ muni de
sa métrique et de son orientation canonique. Soit d = m —n la codimension de M. On appelle
N le fibré normal de M et NU son fibré normal unitaire, c’est a dire NU = {(z,v),z € M,v €
(T M)*, |v| = 1}.

PROPOSITION 4 — NU est une variété munie d’une forme volume canonique. Elle est en
particulier orientable.

DEMONSTRATION — L’application n : N — R qui & (z,v) associe |v| est submersive en NU
ce qui prouve que NU est bien une sous-variété de N de dimension m — 1. On peut définir
deux applications canoniques : p : NU — M qui & (z,v) associe z et v : NU — S™ ! qui &
(z,v) associe v. Cette derniére application est appelée application de Gauss.

Montrons tout d’abord que N est orientable. N admet une structure riemanienne canonique,
il suffit donc de déterminer le signe de 'orientation. En un point de la forme (z,0) Iespace
tangent de N se confond avec celui de R™ qui est donc naturellement orienté. Si on impose a
l’orientation d’étre la méme sur toute la fibre, on en déduit une orientation globale de N par
une forme canonique que ’on appelle 6.

Puis w = igrad n0 est une forme volume sur NU, ce qui prouve que cette variété est orien-
table.

THEOREME 7 — Soit v € R™ de norme unité et f, : M — R définie par f,(z) = (z,v).
Alors x est un point critique pour f si et seulement si v € (TyM)* et z est non-dégénéré si et
seulement si ’application -y est réguliére en (z,v). De plus le jacobien de «y en (z,v) a le méme
signe que (—1)"*P ou p est l'indice de f, en .

DEMONSTRATION — La premiére partie résulte du fait que grad f, = v’ ot v’ désigne la

projection orthogonale de v sur T, M. Pour la deuxiéme partie, il faut choisir judicieusement
une paramétrisation de M et NU en z.
Soit (U, ¢) un systéme de coordonnées locales centrées en z ol on peut supposer quitte a

. . o 0
faire un changement de variable linéaire que (8—(p(0)):1" est orthonormée.
w0
’ 2
Ou;O0u;
nale par réduction des formes quadratiques dans le groupe orthogonal. Quitte & restreindre U,

Soit f = f, 0, alors on peut supposer de plus que la matrice ( (0))i,j=1..n est diago-

on peut compléter la base (—(p(O)) i—1..n en une base orthonormale de (T, M)™, (Vni1,-- -, Vm)

ou;

(1
telle que vp4+1(0) = v et telle que la base totale soit directe au sens de N.
On dispose alors de la paramétrisation de N suivante :

m
O:UXR 5 N, ®(u,tng1,--tm) = (p(u), Y tvy).
j=n+1
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Caractérisons la régularité de y en (z,v) = ®(0,1) : d'y(g;o) = d(yo®)(0,%)(e;) oue; = e
On a la méme formule pour les vecteurs de base v;(u). 1 z

De plus yo ®(2,s) = Y. s;v;(2), et comme t = (1,0,...,0), d(yo ®)(0,t)(e;) =
j=n41 Ou;

Enfin, si f; = ai d(y o B)(0,5)(f;) = v(0).

Ainsi, dans les bases choisies qui sont directes, d(y o ®) a pour matrice :

Ovn 41

BVn—H T
(aaui 0)* 0
il oL 1d
ou;

De l'autre coté, il faut calculer les coefficients de la hessienne de f en 0 qu’on a supposée
diagonale.
2 2
Par définition, f(z) = (v, p(z)) donc %(0) = (v, BZ;LJ_ (0)).

De plus comme par définition de ¢, (Vn+1(2), 8—(’0(2)) = 0, on obtient en dérivant,
U

<8g:jr1 (2), g_i(z)) + (Vn+1(2), %g%(z» =0.

ce qu’on peut encore écrire, en prenant la valeur en 0,

(L) G20 + v, 50 =0

En remplacant 1’expression précédente, on obtient

Ovp g1 T Op _ a2f
(st oy, 22 oy = - T

e
ou;

(0). Ainsi, (0,t) est non-dégénéré si et seulement si

Comme cette derniére matrice est supposée diagonale et la base (-—(0)) orthonormeée, il

, Wast o Pf D
résulte que ( 811,] (O)) = _a—fu,?(o)a—uz
2
tous les W(O) sont non nuls, si et seulement si la jacobienne de v o @ est inversible. Le signe
U
0? o f

i
de son déterminant est celui produit des —B—J;(O), soit (—1)™ fois celui du produit des
I~

(0),

2
% u;
donc (—1)™ fois l'indice de f en (0,t) qui n’est autre que l'indice de f, en (z,v). O

3.2 Conséquences

THEOREME 8 —
deg v = x(M)
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DEMONSTRATION — D’aprés le théoréme de Sard, il existe une valeur réguliére de v que ’on
appelle v. Alors 7~ '(v) = J{(z;,v)} est fini et 'application f, est presque une fonction de
Morse. Grace aux inégalités de Morse, on a

n
X(M) = (1) Cs(f)
j=0
= Card {z; d’indice pair} — Card {z; d’indice impair}
= (—1)"Card {z; de jacobien positif} — (—1)"Card {z; de jacobien négatif}
= (—1)"deg v = deg 7.

4 La classe de Thom

4.1 Définition et propriétés

Soit m : E — M un fibré orienté de dimension k au-dessus d’une variété compacte de
dimension n. On note © : H}(E) — H* *(M) I'intégration sur les fibres définie de la maniére
suivante :

Soit ¢ : 771 (U) = U x R* une trivialisation au-dessus de U qui soit directe sur les fibres,
et o une forme de degré p & support compact dans chaque fibre. Alors, p.a € Q2(U x Rk) =
Diiip QLU x R¥) @ Q%L(U x RE). On projette alors sur le terme j = k s’il existe et on applique
la fonction B®y — [ B A~ sachant que 3 n’intervient que comme une fonction numérique.

Rk
11 suffit de prendre l'image réciproque par |y de cette forme pour obtenir O(a).

THEOREME 9 — La définition de © ne dépend pas de la carte choisie, ® commute avec la
différentielle et réalise un isomorphisme de H} (E) — H*~*(M).

DEMONSTRATION — Prenons deux trivialisations directes ¢, 1, le changement est décrit par
une matrice A directe telle que h(z,£) = ¢ o ¢~ (z,&) = (z, A(x)€). Tl est clair que h*
conserve la structure graduée de QF(U x R¥). On peut donc directement considérer que o =
BRdELN ... NdE . Son image réciproque par h est h*a = h*8 ® det Ad€. Donc son intégrale

sur les fibres est [ h*B®det A d¢. Comme det(A) > 0 et que le role de 3 dans cette intégrale
Rk
est purement multiplicatif, la formule de changement de variables s’applique et montre que la

forme ©(a) est bien définie.
Pour montrer que © commute avec la différentielle, il faut calculer, sauf si x = k (qui
est le seul cas qui nous intéresse) : en effet, considérons une injection linéaire i, : R¥ — E

qui réalise un isomorphisme sur la fibre 77! (z). Alors ©(a); = [ i%a. Par isotopie, on peut
Rk

déplacer i, dans les fibres voisines, et le lemme de Poincaré nous dit que les formes i}« seront

cohomologues. Leur intégrale est donc constante, et ©(a) est localement constante.
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Pour montrer que © est un isomorphisme, on le montre d’abord pour un fibré trivial au
dessus d’un ouvert contractile. Mais dans ce cas le fibré est rétractible 3 R¥ au dessus d’un point
et la proposition revient & montrer que H}(RF) est isomorphe & R si * = k, nulle sinon, et que
I’isomorphisme est donné par l'intégration. Puis, si on munit M d’une structure riemanienne,
comme M est compacte, elle est compléte et au voisinage de chaque point, on peut trouver
un ouvert convexe au sens riemannien. Cet ouvert est aussi contractile et le fibré est trivial
au dessus de lui. On extrait un recouvrement fini de tels ouverts, et par recurrence grace a la
suite de Mayer-Vietoris, on montre que © est un isomorphisme sur le fibré tout entier. OJ

DEFINITION 2 — On appelle classe de Thom du fibré I'image réciproque par © de1 € H°(M).

Si T est la classe de Thom, son intégrale sur chaque fibre vaut 1 et cette propriété la
caractérise. De plus, 'application réciproque de © est a — T A 7*a.

4.2 Liens avec la caractéristique d’Euler

Revenons au cas de I'application de Gauss. On dispose de M C R™ variété orientée com-
pacte plongée. Soit (E,ng) le fibré induit du fibré tangent de R™ par 'injection de M. Soit
(N,mn) le fibré normal de M et (T, 77) son fibré tangent. On a bien str, £ = N @ T. Soit v
et 7 les classes de Thom des fibrés orientés N et T. Enfin, pour fixer une fois pour toutes les
notations, soit i et i1 les injections de M dans N et T par la section nulle, puis py et pr les
projections orthogonales fibre par fibre de £ sur N et T respectivement.

PROPOSITION 5 — La classe de Thom de E est pyv A ppT.

DEMONSTRATION — La forme ci-dessus est bien fermée, de degré n, et son intégrale sur
chaque fibre vaut 1. O

Soit e = y*o € H™ (NU), ot o est la forme volume canonique de S™!. On a vu au
chapitre précédent que deg v = x(M). Donc [ e=x(M) [ o= x(M).
NU Sm—l
PROPOSITION 6 — L’application I' : N — R™ définie par I'(z,v) = v induit en H" la
multiplication par x(M) (les générateurs sont choisis d’intégrale unité).

DEMONSTRATION — Tout revient ici & bien choisir les générateurs. Soit ¢ une fonction C*°
positive & support compact inclus dans R \ {0} telle que [ t™ lop(t)dt = 1.

R+
On définit ensuite r : S™ ! x Rt — R™ par r(z,t) = tr et v : NU x RT par la méme
équation. Alors r,(o A p(t)dt) est un générateur de H"(R™) grace a la formule de changement
de variables. De plus

/ Tr (0 A p()dt) = / (e A ot)dt)

N NUxR+
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O

Soit £ un générateur de H"(R™) et w =T*¢ € H*(N). Sion étend I' en I & E tout entier,
il est clair que la classe de Thom de E est donnée par V¢ puisque son intégrale sur chaque
fibre vaut 1. Si on appelle jy l'inclusion de N dans E, alors w = I'*¢ = jAT7"¢ = jh (D v AD4T)
d’aprés la propriété précédente.
Continuant ce calcul, w = v A (7yi47) car py o jy = Idn et pr o jx = ir o my. On reconnait
ici 'isomorphisme inverse de Thom. Donc si on appelle ©® l'intégration sur les fibres de N,
O(w) = 5.7. Donc comme M est orientable,

/z’*TT - /@(w)
M M

Soit (U;, ;) un recouvrement de M par des trivialisations directes de N. Soit A; une partition
de I'unité subordonnée & ce recouvrement.

[ew =3 [rew)
M

3 Uz
-3 / i (MO(w))
b ooi(Us)
=% [ reweiw)
b ooi(U;)

= Ai 0 @i piw)
" pi(Us) xRE

w=x(M

Z—

Ainsi, [ 457 = x(M) et c’est cette propriété qui sera utile pour étudier les champs de vecteurs.
M

5 Application aux champs de vecteurs

5.1 Théoréme fondamental

Soit M une variété compacte, £ un champ de vecteurs et 7 : TM — M le fibré tangent
de M. On suppose de plus que pour tout z tel que &(z) = 0, si ¢ est U'injection de M dans
TM via la section nulle, Im ((§ —4) o 7) est un supplémentaire de T, M dans T(, ¢yT'M. Ceci
implique en particulier que les zéros de £ sont isolés (par inversion locale). Si on munit M
d’une orientation au voisinage de x, T'M est alors orientée et ¢ induit une orientation sur 7'M
comme somme de Ty M et Im (¢ — i) tous deux orientés via 7 et £. Si cette orientation est
conforme a celle de T'M, on dit que le zéro de & est positif, sinon, il est dit négatif. On note ce
signe e(z). Si on change l'orientation de M au voisinage de z en son opposé, (z) ne change
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pas. On n’a donc pas besoin de supposer M orientée. L’objet de ce chapitre est de démontrer
le théoréme suivant :

THEOREME 10 — Soit M une variété compacte et & un champ de vecteurs comme celui
décrit ci-dessus. Alors

2,6(x)=0

DEMONSTRATION — On suppose dans un premier temps que M est plongée et orientable.
Soit t € [0,1] et 44 : M — TM définie par ix(z) = (z,t&(z)). Alors d’aprés le lemme de
Poincaré, ig7 et i]7 sont cohomologues avec ig = i7 et ¢; = £, ce qui se traduit en terme

d’intégrale par
/ r= /i;“TZX(M).

M

Or 7 est & support compact, donc il existe A tel que 7 s’annule & partir d’une distance A de la

section nulle. Soit ¢; une fonction C™ définie sur R* qui vaut tx si z < A+1 et dont le support
v

est compact. Alors l'application ®; : TM — T'M définie par ®4(z,v) = (z, (Jv| + tgp(\v|))|—
v

est C* et propre. De plus ®y = Idrys et quand ¢t — oo, le support de ¢j7 tend vers 0. Donc

T est représenté par une forme de support aussi proche de 0 que voulu, disons & distance §.

A ce moment 14,
Jen= [ er
M

€]<o

= Y /5*7

ol
8’11,2'
est une base de T, M directe si e(z) = 1, indirecte sinon. On peut appliquer la définition de
Iintégration sur les fibres a cette carte, ce qui nous donne comme 7 est la classe de Thom de
T, [ 1 =¢(z). Soit F:U;x|[0,1] - TM définie par F(y,t) = tdé(y) + (1 — t)¢(y). On
dé(U;
peu’g (su)pposer que le support de 7 est assez petit pour que F*7 soit & support compact dans
Ui x [0,1]. Les formes F(.,0)*7 et F(.,1)*7 sont cohomologues et & support compact dans U;
ce qui justifie que les intégrales sont les mémes si on remplace & par sa différentielle.
On a donc démontré que

Soit (u1,...,u,) une carte directe de M centrée en z. Alors, au voisinage de z, (

X(M) = / ipr= 3 ).
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Maintenant, si M n’est plus orientable, soit p : ;]\Z — M le revétement & deux feuillets
correspondant aux deux choix d’orientation de M. M est orientable, et on peut appliquer le
théoréme précédent au champ de vecteurs p*¢ dont les zéros sont les y tels que £(p(y)) = 0, et

qui ont pour signe celui de p(y). La somme des signes est donc > 2e(z) = x(M) = 2x(M)
z,£(2)=0
car le revétement a deux feuillets. On a ainsi démontré dans le cas général 1’égalité

5.2 Indice d’un champ de vecteurs

Soit U un ouvert de R, £ un champ de vecteurs sur U ne s’annulant qu’en z. Soit r > 0
tel que B(z,r) C U. On note ind, ¢ le degré de I’application S*~! — S"~! qui & v associe
&z +rv

€z + 1)
par homotopie.

. C’est donc un entier qui ne dépend pas du rayon r, grace & I'invariance du degré

PROPOSITION 7 — L’indice est invariant par difféomorphisme.

DEMONSTRATION — Soit ¢ un difféeomorphisme de U sur V et £ un champ de vecteurs sur U
ne s’annulant qu’en 0 (ce que 1’on peut toujours supposer par translation. On suppose de plus
que ¢(0) = 0. Montrons que indg & = indg @.£. Soit S la sphére entourant 0 dans U. Alors par
déformation, on peut calculer I'indice de @, sur ¢(.S). Soient 1) et 1, les applications définies
sur S et ¢(S) dont on prend le degré dans la définition. Elles sont toutes les deux & valeur
dans S. Soit o la forme volume canonique de S. Alors indy & = [ 9fo et

s

indg ps§ = /'@b;()’

»(S)

= / puipio

o(S5)

= / 1jo par la formule de changement de variables
s

= indp &.

O

Ceci nous permet de définir 'indice dun champ de vecteurs défini sur une variété quel-
conque. Remarquons que le cas précédent traite des cas o ind, & = £1.
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5.3 Généralisation

On peut généraliser le théoréme précédent aux champs de vecteurs qui s’annulent en un
nombre fini de points :

THEOREME 11 — Soit M une variété compacte et £ un champ de vecteurs s’annulant en un
nombre fini de points z;, alors

Zindxif = x(M).

2

DEMONSTRATION — Comme précédemment on suppose M orientée, et on est amené & évaluer
J &1 = x(M). Donnons nous une métrique riemannienne sur M. En dehors des points z;, on
M

peut controler la norme de & et supposer qu’elle est inférieure & € au voisinage des points z;,
plus grande a ’exterieur. Comme 7 est & support arbitrairement petit, I’intégrale précédente
se décompose en une somme d’intégrales définies sur des ouverts U; entourant le point z;. On
peut supposer que les U; sont des ouverts de carte. Une paramétristion de 1’espace tangent est

0
, BT) Si on appelle p la projection sur les n derniéres coordonnées,
n
un représentant de la classe de Thom est donné par p*(7*o A n*¢(t)dt) ou ¢ est une fonction
positive telle que [ " lp(t)dt = 1, 7 est la projection radiale de R* sur S"! et n est la
R+

alors (Ul,... y Up, 8—'“1’

norme.

On peut supposer que le support de ¢ est aussi proche de r que ’on veut. Puis, on peut
2
-z
ly 2 | pour y € U; et B(z;,r) C U;. Notons
St = 0B(z;,r) : € est homotope au voisinage de S*  la fonction &|g: prolongée radialement qui

n’est autre que { o m. L'intégrale [ £*r = [ n*&*p* (1 0 Ap(t)dt)) = [ p(t)dt [, €3BT =
R+ ’

U; U;
indg, €.

En réeffectuant la sommation, on obtient finalement la formule de ’enoncé. Si M n’est pas
orientable, on considére encore son revétement orientable & deux feuillets auquel on applique le
théoréme. Un zéro d’indice g a ses deux antécédents d’indice ¢, puis la caractéristique d’Euler
du revétement est double donc on retombe bien sur la méme formule. [

supposer que la norme de £ est exactement

6 Applications et compléments

6.1 Existence de champ de vecteurs

On veut montrer que sur une variété compacte de caractéristique nulle, il existe un champ
de vecteurs qui ne s’annule pas.
DEMONSTRATION — Avec le chapitre sur I’application de Gauss, on a touvé une application
fv qui pour un choix convenable de v (valeur réguliére) n’avait qu’un nombre fini de points
critiques. 11 suffit de prendre son gradient pour obtenir un champ de vecteurs qui ne s’annule
qu’en un nombre fini de points x1,... ,Zy. Soit @ un diffeomorphisme qui envoie tous ces
points dans un méme ouvert de carte, alors le champ de vecteurs induit que I'on appelle & ne
s’annule qu’en un nombre fini de points aussi proches les uns des autres que 'on veut. Soit U
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une carte contenant 0 et r > 0 tel que les y; = ®(z;) soit inclus dans B(r). Soit € > 0 tel que
les B(y;, €) soit disjointes et incluses dans B(r). On peut supposer de plus que & est de norme

1 sur B\ U, B(yi,¢)-
Calculons le degré de ’application & |3B(T). Pour cela il suffit d’évaluer par la formule de

Stokes
/ d¢*oc =0

B\ULB(ylaE)
- [eo-> [ e
B(r) 0By e)
= / §*o = deg &|ap(r)-
9B(r)

Avant de conclure, on utilise un petit lemme :

PROPOSITION 8 — L’application deg : m,(S™) (classe d’homotopie différentiable) — Z est
un isomorphisme.

DEMONSTRATION — On admet toutefois que 7, (S™) = Z dans le cas des classes d’homotopie
continue. Par approximation, c’est donc la méme chose en ce qui concerne les classes d’homoto-
pie différentiables. De plus deg est un morphisme de groupes puisque le nombre d’antécédents
de f * g est celui de f plus celui de g si le poit d’arrivée est régulier pour chacune des ap-
plications. Ensuite, deg est surjectif puisque deg (I) = 1. Ainsi, deg est un isomorphisme de
groupes. [

On en déduit que & |aB(T) est différentiablement homotope & une application constante.
Notons H; cette homotopie : Hy = §|aB(r) et Hy = C € 8™ 1. On construit alors un champ de
vecteurs &' par &'(y) = H\,(y) pour |y| < r puis on pose &' = £ sur le complémentaire de B(r).
Le champ ainsi construit est continu et ne s’annule pas, par approximation, on peut construire
un champ différentiable sur M qui ne s’annule pas. [

6.2 Existence de structure minkovskienne

Soit M une variété. On appelle structure minkovskienne sur M la donnée en chaque point
d’une forme quadratique sur ’espace tangent non dégénérée d’indice 1. Ce genre de variétés
intervient en théorie de la relativité. L’objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat
suivant :

THEOREME 12 — Une variété compacte admet une structure minkovskienne si et seulement
si sa caractéristique d’Euler est nulle.

DEMONSTRATION — On traite séparément les deux implications.

Supposons que M ait une structure minkovskienne g et rajoutons une structure rieman-
nienne g. On peut écrire ¢(z) = ¢g(Sz,z) pour un unique endomorphisme symétrique S. S
posséde une et une seule valeur propre négative d’espace propre associé de dimension 1, D. Le
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choix d’un vecteur unitaire sur D fournit un revétement de M & deux feuillets sur lequel ce choix
étant bien défini, il existe un champ de vecteurs qui ne s’annule pas. Ainsi, la caractéristique
d’Euler du revétement est nulle, puis celle de M aussi car c’est la moitié.

Réciproquement, si x(M) = 0, il existe un champ de vecteurs de norme 1 que l’on note
€. Soit g une métrique riemannienne sur M, alors g(z) = g(x,z) — 2g(£,z)? est une métrique
minkovskienne sur M. [

6.3 Une application aux groupes de Lie

Soit G un groupe de Lie compact et connexe. On appelle tore de G tout sous-groupe de
Lie (plongé) connexe et commutatif (qui est donc isomorphe a un produit de cercles), et on
considére parmi ces tores ceux qui sont maximaux.

On remarque qu’un tel tore existe nécessairement : choisissons un élément h € g non nul,
alors h = {e",t € R} est un tore de G.

PROPOSITION 9 - Soit T un tore maximal, et N son normalisateur dans G. Alors
— Card(N/T) = x(G/T)
- X(G/N) =1
— Tout autre tore maximal est conjugué a T'.

DEMONSTRATION — Premiérement, le groupe N/T' est fini, car si tel n’était pas le cas, il
contiendrait un sous-groupe & un parametre. Celui-ci agirait sur 7" par une transformation
modulaire, et par connexité, cette transformation serait triviale. Ainsi, ’adhérence du groupe
engendré par 1" et le sous-groupe a un paramétre serait compacte, connexe, commutative, et
de dimension strictement plus grande que celle de T'.

Choisissons maintenant un élément h € g qui engendre T au sens précédent. On peut le
faire agir sur G/T par g ~ etfg. Cette action est le flot d’un champ de vecteurs sur G /T que
I’'on note X. Les zéros de ce champ de vecteurs correspondent aux points fixés par le flot. Mais
si [g] € G/T est fixe, cela équivaut au fait que g~'etg C T pour tout h, soit g~'Tg C T ou
g € N. 1l reste & calculer 'indice de X en chacun de ces points.

Le groupe G posséde un produit scalaire invariant qui en fait un espace symétrique (la
multiplication & gauche est une isométrie). Le quotient G/T hérite aussi de cette structure
riemannienne, et ainsi, G agit sur G/T par isométries. Si z est point fixe pour I’action de e
que 'on note ®;, alors on regarde le degré du champ de vecteur X sur une sphére géodésique
de centre z et de rayon ¢ assez petit. Soit v € T,G/T de norme unité :

(dexp,, v, X (exp(ev))) = (dPgexp(cv)d €XPgy v, d €XPyyy V)

Comme d®y = Id si € = 0, pour € assez petit, cette quantité sera donc strictement positive, ce
qui assure que 'indice de X en x est égal a 1.

11 suffit maintenant de compter les points fixes pour avoir la formule Card(N/T) = x(G/T).

Le groupe a un paramétre engendré par h agit aussi sur G/N mais avec un seul point
fixe, ce qui prouve que x(G/N) = 1. Considérons un autre tore maximal T”. Le groupe & un
parametre engendré par H agit sur G/T" et le nombre de points fixes de cette action est égale
a x(G/T") > 0. Cela signifie qu'’il existe un point fixe, autrement dit, g € G tel que T.g C gT",
soit T! = g~ 'Tg. Ainsi, T et T' sont conjugués. O
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T,G/T GJT

FiG. 2: Indice du champ de vecteur X

7 Une méthode plus cohomologique : la dualité de Poincaré

7.1 Dual d’une sous-variété

Soit M™ une variété orientée et L™ une sous variété orientée compacte. On munit M d’une
structure riemannienne quelconque. L posséde un un fibré normal dans M que 'on note N
(naturellement orienté) et on peut considérer sa classe de Thom v. L’application N — M qui
a (z,v) associe exp,(v) est un diffeomorphisme sur un voisinage de la section nulle de N. En
effet, ceci est vrai localement et L est compacte. Cette application ® est une facon de réaliser
un voisinage tubulaire de L dans M. Soit U un voisinage de la section nulle dans N qui est
difféomorphe a son image par ®. On peut supposer que v a son support dans U. Ainsi, P, = ®,v
est un élément de H™ ™(M) a support arbitrairement proche de L. Ceci est indépendant de
la structure riemmannienne choisie et s’appelle le dual de Poincaré de L. Cette appellation
est justifiée par le fait que Py, est le dual de Poincaré de [L] en cohomologie singuliére qui est
isomorphe & la cohomologie de Rham par I’isomorphisme de Rham. On a montré que si V est
une sous-variété compacte de M de codimension n, alors [L] - [V] = [ Pp = [ Py.

v L

7.2 Application a la caractéristique d’Euler
Ainsi, dans le cas précédent ou M C TM via la section nulle, [ 7= [M]-[M]. Cest cette
M

quantité qui intervient lors du calcul de I'indice des champs de vecteurs, puisque & déplace 'une
des deux sous-variétés pour les rendre transverses, et alors le décompte des points d’intersection
(zéros de &) donne la quantité [M]-[M]. Le recours a la théorie de Morse permettait de montrer
que cette quantité était égale a la caractéristique d’Euler. Utilisons une autre méthode, et pour
cela, plagons nous non pas sur 7'M mais sur M X M, ce qui ne change pas grand chose vu
que tout champ de vecteurs assez petit peut étre vu comme la sous variété des (z,exp, &(z))
que 'on note Mg. Le calcul [M,] - [M¢] = [M,] - [M,] nous donne encore la méme information
mais tout revient maintenant a calculer [Mp] - [Mp] qui n’est autre que ’auto-intersection de
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F1a. 3: Classe Poinacré-duale d’un paralléle dans le tore

la diagonale A dans M x M. D’apres ce qui précéde, cette quantité est encore [ Pa.

A
Notons p et g les premiéres et deuxiémes projections de M x M — M. On admet ici que
I’homomorphisme de Kiinneth H*(M) ® H*(M) — H*(M x M) défini par a @ f+— a x f =
p*aAg*( est un isomorphisme. On admet aussi que I'application (,) : HP(M)x H" P(M) — R

définie par (o, B) = [ aAf est une dualité parfaite pour tout p. Donnons nous une base {a} de
M

H*(M) consitituée d’éléments homogenes. On note ¢ la base duale de o au sens ot (a, 8) = Jugs.
On écrit de maniére générale Pn = ) A, gor X ﬂ ol les éléments « et 8 sont de mémes degrés
o,
puisque Pa est de degré n. On calcule alors de deux maniéres différentes (Pa, o’ x ().
La premiére consiste & décomposer Pa dans la base des ax 3. Le produit se décompose donc

comme une somme de termes de la forme Aa,ﬂ(axﬁ, o xfg') = Aa,ﬂ(—l)(”_deg B)(n—dega) f ax
M x M

o A ﬁ x (. La derniére intégrale se décompose par Fubini en un produit de deux intégrales
ol on reconnait les produits de a avec o et ﬂ avec (. La condition de dualité force donc le
terme & étre nul & moins que a = o' et 8 = 3. Notons p le degré commun de « et 3. Le signe
qui intervient n’est autre que (—1)m=P)°+p(n—p) — (_1)nlp+1),

D’un autre c6té, on utilise la propriété fondamentale de P & savoir (P, o x gy=[ o x

= [A*(axB) = [aAnp = (—1)PPP)5, 5. Ou on a posé aussi A(z) = (z,z) : 'égalité
M M
ci-dessus est vraie car po A =qgo A =1Id.
On déduit de tout cela que Ag g = (—1)"Pd44, ou encore PA = > (—1)""4€ % x &. Le

(6]
calcul de [ Pa se fait comme ci-dessus, et on trouve Y (—1)"~9€8@ = y(M). On obtient bien
A o
[A]-[A] = x(M).
Montrons une application de cette interprétation :

PROPOSITION 10 - Soit M?" une variété orientée telle que H"(M) = 0 (classiquement,

R?™ ou §?"), et soit L une sous variété compacte orientée. Alors il existe un champ de vecteurs
& sur L tel que pour tout z € L, &(z) ¢ T, L.
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DEMONSTRATION — Si on munit M d’une structure riemannienne, cela revient & trouver un
champ de vecteurs normal qui ne s’annule pas. D’aprés ce qui précéde, cela revient & montrer
que ’auto-intersection de L dans son fibré normal est nulle. Comme ce fibré se plonge dans
M, par naturalité de la forme d’intersection, cela revient & calculer cette intersection dans M.
Mais Pr, € H"(M) est nulle, donc [L] - [L] = [Py, =0. O

L

7.3 Une généralisation : la formule des traces de Lefschetz

Soit M™ une variété compacte orientée et f : M — M une application différentiable. Si on
considére I’application graphe I'y : M — M x M qui & z associe (z, f(z)), on peut considérer
Uentier Ly = [A] - [['s] qui va compter algébriquement le nombre de points fixes de f. Ce
nombre d’intersection est lié & ’application f* induite en cohomologie par la formule suivante :

THEOREME 13 -

[A]-[Ty) = Y (-1 Tx(f* - HP(M) — HP(M)).
p=0

DEMONSTRATION — De la méme maniére, on considere Py la classe Poincaré duale de I'y

dans M x M. Tout revient & la calculer dans la base des a % ﬂ Pour cela on remarque que
Py = (Id x f)*(Pa) : ainsi, comme Pa = 3 (—1)""%¢%q x &, Py = Y (—1)""d82q x f*& puis

e o

Ly=>(=)"8%a, f*a) =3 > (=1)" P Te(f*|an-»(u)) .0
a P a,dega=p
On peut encore généraliser : soit deux applications f et g différentiables de M dans M. On
peut considérer Ly g = [['s] - [I'g] qui va compter le nombre de "coincidences" de f avec g. On
a alors L, = Y (—1)" 482(g*a, f*d).

o

7.4 Exemple

Considérons A € SL(n,Z) qui agit sur le tore 7" = (S1)", et calculons son nombre de

Lefschetz. La cohomologie de T" est isomorphe en tant qu’algébre & ’algébre exterieure AR"
n
et laction de A est AA. On a donc Ly = ) (—1)? Tr(APA). Calculons ceci pour un A diago-
p=0

nalisable (’expression de droite a un sens méme si les coefficients de A ne sont pas entiers).
Tr(APA) est la p-iéme fonction symétrique en les valeurs propres et chacun des termes inter-
vient dans le développement du polynoéme det(A — zId). Ainsi, L4 = det(A — Id) pour tout
A par continuité. On retrouve bien le fait que le nombre de Lefschetz compte le nombre de
points fixes.

Bibliographie

Pour cet exposé, on pourra consulter [Bre|, [Godb|, [Hir]|.
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Cohomologie de Cech des faisceaux

Yann Ollivier

On définit ici la cohomologie de Cech des faisceaux. Notre but est d’exposer la construction
de base de Cech dans différentes situations : la définition d’objets cohomologiques globaux par
recollement d’objets définis sur les intersections des ouverts d’un recouvrement d’un espace.

On commence par motiver la construction de Cech en exposant le cas simple des complexes.
On utilise ensuite la cohomologie de Cech des faisceaux pour une démonstration particuliére-
ment élégante du théoréme de De Rham (isomorphisme entre la cohomologie de De Rham et
celle de Cech a coefficients dans R pour une variété différentiable).

Enfin, on donne une application de ces méthodes a I’étude des fibrés en droites (complexes),
et on définit en particulier leur premiére classe de Chern. On démontre sur cette derniére une
sorte de formule de Gauf-Bonnet.

Nous admettrons sans démonstration plusieurs théorémes d’algébre homologique portant
sur la cohomologie de éech, qui peuvent se démontrer & ’aide des techniques précédemment
exposées dans le groupe de travail.

Une grande partie de 1’exposé est une sélection du matériel des (longs) chapitres 0 et 1
de |GH].

1 Le départ : homologie de Cech d’un complexe

Un complexe combinatoire de sommets zg, ... , T, est la donnée d’un ensemble S de parties
de {zg,... ,zp}, tel que Vi,{z;} € S et tel quesi A€ Set BC A, alors B€ S.

On peut se représenter un tel complexe dans R" en placant zg en 0, en placant les z; &
distance 1 sur chacun des axes de coordonnées, et en dessinant, pour tout A € S de cardinal
1, un simplexe de dimension 7 — 1 entre les sommets inclus dans A. La condition dit alors que
le bord d’un simplexe du complexe est dans le complexe.

L’idée est de définir I’homologie de ce complexe de maniére combinatoire. Soit A un anneau,
on note Cx(S, A) le module libre A[S] qu’on munit de la différentielle

0 (zig,s--- ,Tip) = Z (—1)j (mio,... ,Ei\j,... ,xik)

1<j<k

On a ainsi défini un module différentiel gradué. Son homologie est I’homologie de Cech du
complexe combinatoire S.
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On peut aussi définir la cohomologie, en notant C*(S, A) le module des fonctions sur S
a valeurs dans A (isomorphe au précédent... nous sommes en dimension finie), et définir la
différentielle de f € CP(S, A) par (0f)(o) = f(do), ou encore :

OF) @igs -+ »24,) = D (=1 f (Tigs--- 1 Tiys- -+ T4y

1<j<k

(éventuellement avec un signe —(—1)* si 1'on se préoccupe d’une belle théorie de structures
multiplicatives ensuite, ce qui ne sera pas notre cas). La cohomologie de Cech de S est alors
la cohomologie de ce complexe (elle est bien siir isomorphe & ’homologie).

C’est ce point de vue combinatoire, ot le bord d’un k-uplet est une somme alternée de
k — l-uplets, qui définira la cohomologie de Cech des faisceaux. Un formalisme trés similaire
apparait dans la définition de la cohomologie des groupes. A noter que contrairement & la
théorie de I’homologie singuliére, on ne manipule que des modules de dimension finie.

Telle que nous ’avons construite, I’homologie de Cech d’un complexe est identique a 1’ho-
mologie d'un dessin de ce complexe dans R" (ce n’est pas immédiat).

2 Cohomologie de Cech des faisceaux

A T'origine de cette théorie, on trouve des problémes de recollements. Si on a un recouvre-
ment d’un espace topologique, si on a des fonctions définies sur chaque partie du recouvrement,
et si ces fonctions se recollent bien sur chaque intersection de parties du recouvrement, alors
on peut définir un objet global sur tout l’espace, qui sera un élément de la cohomologie de
I’espace & valeurs dans notre espace de fonctions.

Par ailleurs, il peut étre intéressant de regarder la cohomologie & valeurs dans un espace
qui pourrait varier d’un endroit & un autre. Si on a par exemple un quotient Y d’un espace
X :7w: X =Y, on peut vouloir obtenir des informations sur la cohomologie de X & partir de
la cohomologie de Y et, en tout point y € Y, de la cohomologie de la fibre 771 (y).

Ces considérations aménent a la définition des faisceaux, que nous rappelons.

2.1 Rappels sur les faisceaux

Faisceaux. Un faisceau F sur un espace topologique X est la donnée, pour chaque ouvert
U de X, d’'un module F(U), dont les éléments sont appelés sections au-dessus de U, ainsi que
d’un morphisme de restriction d’'un ouvert & un autre pyy : F(U) — F(V), pour V C U.
On demande les conditions suivantes pour tous ouverts U, V, W, qui expriment que ce cette
restriction ressemble & ce qu’on appelle usuellement restriction :
- SiU DV D W,alors pyw o puv = puw-
— Si on a deux sections sur U et V respectivement, dont les restrictions & UNV sont égales,
alors il existe une section sur U UV qui se restreint a celles-1a sur U et V.
— Si les restrictions & U et V d’une section de U UV sont toutes deux nulles, alors cette
section est nulle.
On notera indifféremment pyv f ou fy.
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Par exemple, I'espace des fonctions continues sur les ouverts d’un espace topologique est
un faisceau.

Un autre faisceau que nous utiliserons par la suite est celui des fonctions localement
constantes & valeurs dans Z ou R. Etudier les conditions de recollement de fonctions loca-
lement constantes revient exactement & étudier ’homologie usuelle de ’espace (cf. ci-dessous).

Un morphisme de faisceaux ¢ : F — G est simplement une collection de morphismes
wu : F(U) = G(U) pour tout ouvert U, commutant & la restriction.

Le noyau d’un morphisme de faisceaux est un sous-faisceau du faisceau de départ, défini
sur chaque ouvert comme le noyau du morphisme sur cet ouvert. C’est bien un faisceau.

Quotients de faisceaux. Pour définir un quotient de faisceaux, il n’est pas correct de
prendre au-dessus de chaque ouvert le quotient correspondant : cela ne donne pas toujours un
faisceau.

Par exemple, si 'on prend, sur I'espace C — {0}, la fonction exponentielle f +— %™/ qui
est un morphisme du faisceau des fonctions holomorphes vers celui des fonctions holomorphes
ne s’annulant pas sur C — {0}, on voit que la fonction z n’est pas dans I'image, tandis que
sa restriction a tout ouvert de C — {0} n’entourant pas 'origine y est (on peut en prendre le
logarithme), ce qui contredit la propriété de recollement des faisceaux.

On voudrait donc dire qu’une section appartient & I’image d’un morphisme de faisceaux si
on peut trouver un découpage de son support en ouverts plus petits, tel que sur chacun de ces
ouverts, sa restriction soit effectivement atteinte. Ceci ameéne la définition suivante.

Le faisceau quotient du faisceau G par le sous-faisceau F < G est le faisceau dont une
section o au-dessus d’un ouvert U est donnée par un recouvrement ouvert (U;) de U et une
famille de sections o; € G(U;) coincidant sur les intersections : Oilu;nU; = Fj|uinu; ; deux telles
sections (o, U;) et (07, U;) sont identifiées si leur différence est localement dans F, i.e. si en
tout point = € U; N U}, on peut trouver un voisinage V' de z tel que oy — o'j|V € F(V).

Une suite de morphismes de faisceaux

0F4¢5H 0

est dite exacte si ¢ fait de F un sous-faisceau de G et si H = G/F par 1.
Une suite de faisceaux

Pn+1
%fnﬁ)fn—kl n_>‘7:n+2_>"'

est dite exacte si pn11¢n = 0 et si Ker(op+1) = Fnt1/ Ker(pn).

En conclusion, si 0 - F — G — H — 0 est exacte, il est faux de dire que 0 - F(U) —
G(U) — H(U) — 0 le soit aussi pour un ouvert U : la derniére fléche n’est que localement
surjective.

2.2 Définition de la cohomologie de Cech

La cohomologie de Cech & valeurs dans un faisceau représente 'obstruction au recollement
de solutions locales dans le faisceau, en une solution globale. On étudie un exemple d’ou sort
naturellement le formalisme de Cech.
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Exemple. Soit le probléme de Mittag-Leffler : sur une variété complexe, trouver une fonction
méromorphe ayant des poles prescrits, et holomorphe ailleurs. Localement (dans un ouvert Uj;
contenant un seul pole prescrit), le probléme est trivial. Soit donc f; une solution méromorphe
au-dessus de U;.

On veut trouver une fonction globale f telle que sur chaque U;, g; = f; — f soit holomorphe.
Il est donc nécessaire et suffisant de trouver des g; holomorphes et se recollant bien i.e. sur
UiNUj, gi—gj = fj — fi- SiVon introduit les fi; = (fi — fj)jv;nu;, le probléme revient a écrire
les f;; définis sur chaque intersection d’ouverts, comme différence de fonctions définies sur ces
ouverts. On dira alors que les f;; sont un (co)bord.

Cependant, les f;; ne sont pas tout a fait quelconques : ce sont des différences de fonctions
(méromorphes, pas holomorphes comme on le souhaiterait) sur U; et U;. Elles vérifient, en
particulier, la relation fi; + fjx + fiz = 0. On dit qu’elles forment un (co)cycle. Au final la
question est d’écrire un (co)cycle comme un (co)bord.

Cohomologie de Cech. Soit X un espace topologique muni d’un faisceau F. Soit Q = (U;)
un recouvrement ouvert de X. On définit les cochaines de degré k a valeurs dans F comme
les applications qui & chaque k-uplet d’ouverts du recouvrement, associent une section sur leur
intersection :

cr,F) = [] FU,n...n0)
io,...,ik

On définit 'opérateur bord do € C*+1(Q, F) pour o € C*(Q, F) par

k+1

aa(Uioa ey U’ik_;,_l) = Z(_l)JU(UZOa ey U’ija D U’ik+1)|Uioﬂ...ﬂUi
7=0

k+1

Ecrivons pour 'exercice, cette définition en degré 0 et 1 :
(000)(U, V) = 0o(V) — 00(U)
et
(001)(U,V,W) = 01(V, W) — 01 (U, W) + 01 (V, W)

La cohomologie de Cech du faisceau F pour le recouvrement Q est la cohomologie de ce
complexe :

Ker 0 : Ck(U, F) — Ck (U, F)
Im g : Ck=1(U, F) — Ck(U, F)

Tout ceci dépend de notre choix de recouvrement. On a évidemment une application na-
turelle de la cohomologie sur un recouvrement vers la cohomologie sur un recouvrement plus
fin. Ceci permet de définir rondement la cohomologie de Cech de I’espace X comme la limite
inductive, sur tous les recouvrements, de la cohomologie ci-dessus :

HYU,F) =

H*(X, ) = lig 1*(, F)
Q
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2.3 Premiéres propriétés

D’abord, H%(X, F) n’est autre que I’ensemble des sections globales de X dans F (ce sont
des sections définies sur les ouverts qui coincident sur leur intersection). Ceci montre que la
cohomologie de Cech contient autant d’information sur le faisceau que sur 1’espace sous-jacent.

La cohomologie de Cech des faisceaux est covariante en le faisceau d’arrivée : un mor-
phisme de faisceaux définit naturellement un morphisme en cohomologie a coefficients dans ces
faisceaux.

Notons que tout cocycle doit vérifier la condition d’antisymétrie

O'(U(),... anaUH»la--- ,Up) = —O'(U(),... an+1ana--- ,Up).

En prenant comme faisceau les fonctions localement constantes & valeurs dans Z, si sur un
le dessin d’'un complexe combinatoire on prend comme recouvrement ouvert les sommets, faces
et arétes un peu épaissis, on voit qu’on obtient exactement la cohomologie de Cech du complexe
combinatoire. On admettra que sur toute variété, la cohomologie de Cech a coefficients dans
Z est isomorphe a la cohomologie singuliére.

Par ailleurs, toute suite exacte de faisceaux 0 -+ F — G — H — 0 définit une suite exacte
longue en cohomologie

0 - HY%X,F) — HYX,G) — HYX,H)

4 HYX,F) —» HYX,G) — H'(X,H)...

4 HP(X,F) — HP(X,G) — HP(X,H)...

ou 'application 0 s’obtient en remarquant que si un élément de C?(X,G), vu dans C?(X,H),
est de bord nul, c’est que son bord est dans CPT!(X, F). La vérification de I’exactitude est
pénible & cause de la limite sur les recouvrements et de la définition locale des suites exactes
de faisceaux.

Cette suite exacte permet de résoudre, au moins théoriquement, les problémes de surjec-
tivité globale. Si 0 — F — G — H — 0 est une suite exacte de faisceaux, si x € HO(H) est
une section globale de H, x est I'image d’une section globale de G si et seulement si Jx est nul
dans H'(F).

La vérification de la suite exacte de Mayer-Vietoris pour une partition en deux ouverts est
assez simple.

Le probléme du passage a la limite peut étre contourné quand on connait le théoréme de
Leray, qui affirme que si les ouverts U; d’un recouvrement sont tels que HP(V,F) = 0 pour
p > 0 et pour toute intersection finie V des Uj;, alors la cohomologie de Cech du recouvrement
est identique a la limite. Ce théoréme se démontre a l’aide d’outils d’algébre homologique
n’ayant pas leur place ici (cf. [Gode]). C’est ce théoréme qui rend calculables les cohomologies
d’un grand nombre de faisceaux.
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Enfin, mentionnons une derniére propriété : si ’on se place sur une variété M, le faisceau
des fonctions C* sur M admet des partitions de 'unité. On peut alors voir que sa cohomologie
en degré strictement positif est nulle. En effet, soit Q = (U;) un recouvrement ouvert de M,
soit 7; une partition de 1'unité y subordonnée, et soit o € CP(M,€2) un cocycle. On pose

T(Uioa"- ’Uip—l) = ija(Ujanoa' e anp—l)
J

et on vérifie alors aisément, en utilisant do = 0, que 07 = o. Plus généralement, il en sera
de méme de tout faisceau en C'°°(M)-modules, en multipliant de la méme maniére par des
partitions de 'unité C®°. En particulier, le faisceau QP(M) des p-formes différentielles vérifie
HY(M,QP(M)) =0 pour g > 1.

2.4 Le théoréme de De Rham

Nous montrons ici que la cohomologie de De Rham d’une variété est isomorphe & sa coho-
mologie de Cech & coefficients dans R.

L’argument, trés court, utilise des suites exactes de faisceaux. En fait, il revient & faire
passer, degré par degré, le coté « on intégre autour d’un trou » de la cohomologie de De Rham
en un recouvrement construit autour du trou, dans ’idée combinatoire de éech, en montrant
que chaque étape est un isomorphisme.

Soit M une variété, soit (2P le faisceau des p-formes différentielles sur M, et soit ZP celui
des p-formes fermées.

La cohomologie de De Rham en degré p est le quotient des p-formes fermées par les diffé-
rentielles des p — 1-formes. Une p-forme est, par définition, une section globale du faisceau des
p-formes (!!), donc un élément de HY(M, QP) puisque le HY s’identifie aux sections globales.
Dou :

_ H(M, 2P
= 4. HO(M, 1)

Hpp(M)

ot d, désigne I’application en cohomologie associée & I’application d : QP — ZP+L,
D’apreés le lemme de Poincaré, toute forme fermée est localement exacte, et donc les suites
de faisceaux

0027 5 r % 2rtl 4

sont exactes (avec par convention 20 = R, faisceau des fonctions localement constantes, et Q°
le faisceau des fonctions C*°).

Ecrivons donc partiellement les suites exactes longues en cohomologie associées & ces suites
exactes de faisceaux :

HYM,OP) % qHI(M, 2P+Y) & g9 (M, 2P) — HIY (M, QP)

ol (ne pas confondre) d* est la différentielle extérieure et 0 'opérateur bord de la longue suite
exacte.
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Or le faisceau QP admet des partitions de l'unité, donc H1(M,QP) = 0 pour g > 1 et par
conséquent

HY(M, Zp-H) = Hq+1(M, ZP)
Pour ¢ = 0, on obtient
HO(M, r) & HO(M, 21 & HY(M, 2P) — 0
d’ont

HO(M, 2P+1)
1 _ ’
HAM, 25) = gm0, 0)

On a donc

HO(M, 2P)
d*HO(M, - 1)
= H'(M,z"")

H%R(M) =

= HP (M, 2
= HP(M, 2% = H?(M,R)

3 Premiére classe de Chern

On s’intéresse désormais & des fibrés en droites réelles ou complexes, et on montre comment
la cohomologie de Cech contribue a leur classification. En particulier, on définira la premiere
classe de Chern d’un fibré en droites complexes et on démontrera qu’elle s’identifie & la forme
de courbure de ce fibré, ce qui constitue une sorte de formule de Gauf-Bonnet.

3.1 Fibrés en droites réelles

(Les variétés ainsi que toutes les applications mentionnées dans ce paragraphe sont C).

Le point de départ est I'intuition que la seule non-trivialité qui puisse arriver & un fibré
en droites réelles est de faire un tour sur lui-méme quand on suit un lacet non trivial dans la
variété de base. On voudrait donc dire que I’ensemble des fibrés en droites sur une variété M
ressemble & H'(M,Z) ou H'(M,R)

Ceci n’est pas tout & fait vrai. Si par exemple sur le cercle, on prend une droite qui fait
deux tours sur elle-méme, le fibré obtenu est isomorphe au fibré trivial. Deux tours semblent
donc ne compter pour rien. Notre nouvelle conjecture est donc que ’ensemble des fibrés en
droite s'identifie & H'(M,Z/27Z).

Un petit détour par RP?, qui est ’exemple le plus simple oti on voit bien apparaitre les
coefficients dans Z/2Z, semble montrer que cette conjecture tient la route : il existe un fibré
en droites qui fait exactement un tour sur lui-méme lorsqu’on parcourt une droite de RP? de
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—00 & 400 (par exemple, si la droite est horizontale, prendre le fibré engendré par la direction
verticale en chaque point). Nous allons montrer qu’en effet, cette conjecture est exacte.

Un fibré vectoriel sur une variété M est la donnée d’une variété F, d’une projection 7 : £ —
M telle que Vz € M, 7~ 1(z) est muni d’une structure d’espace vectoriel isomorphe & un espace
vectoriel F', et d'un recouvrement ouvert (U;) de M avec des cartes 1; : U; x F — w~Y(U;)
telles que d’une part, wotp;(z, f) = (x,0), et d’autre part sur U;NUj;, w;lo@bi(x, f) = (z,9:(f))
ou g, € GL(F).

On demande donc que localement le fibré soit simplement un produit de la variété par un
espace vectoriel, et que ces produits locaux se recollent globalement, ce qui est dans ’esprit
méme de la cohomologie de Cech.

On prend désormais F' = R car, pour pousser I'analogie, il est beaucoup plus commode que
GL(F) soit commutatif.

Plus précisément, donc, si on a un fibré en droites réelles, si z € U; N U; appelons gzj(m)
lélément g, € GL(R) = R* précédemment défini. Alors g est simplement une cochaine de Cech
de degré 1 (définie sur les intersections d’ouverts du recouvrement) & valeurs dans le faisceau
(multiplicatif) des fonctions C*° de M dans R*.

Et méme, sur les intersections de trois ouverts U; N U; N Uy, on a bien sr Gki9ik9ij =
Py Loy o ¢k o1jo zp Lo 4p; = 1. Cela signifie que les 9ij forment un cocycle de Cech.

Inversement, étant donnees des fonctions g;; de chaque U; NU; dans R* vérifiant ces condi-
tions, on peut construire un fibré en prenant d’abord 'union disjointe des U; x R, puis en
identifiant les points au-dessus de U; N Uj selon les g;;. La relation de cocycle dit alors exacte-
ment que cette identification est une relation d’équivalence.

Montrons que le fibré défini par un cocycle ne dépend que de sa classe d’homologie. Si
fi : Ui = R* est une 0-chaine, ajouter son bord a une 1-chaine g;; la transforme en ggj = % Gij-
Le fibré défini par cette nouvelle 2-chaine est isomorphe a celui de départ : on a seulement
changé chaque carte U; X R en U; X R par multiplication par f;. Inversement, toute autre
trivialisation du méme fibré est obtenue par application, pour chaque x € M, d’un élément
f(z) de GL(R), et la restriction a chaque U; de f définit une 0-chaine dont on devra ajouter
le bord aux g;; pour obtenir la nouvelle trivialisation.

Ainsi, 'ensemble des fibrés en droites sur M s’identifie & H'(M,F) ot F est le faisceau
multiplicatif des fonctions C* réelles ne s’annulant pas sur M. La structure algébrique est
préservée : le produit tensoriel des fibrés en droites est la somme (plutét multiplication) dans
le H', le fibré dual est 'opposé (I'inverse).

Maintenant, on a envie de dire qu’'une fonction & valeurs dans R* est, en cohomologie, la
méme chose qu’une fonction & valeurs dans Z/2Z. Pour cela, il suffit de considérer le faisceau
G des fonctions réelles sur M, et de constater que la suite de faisceaux

0GR F7Z/2Z -0

est exacte. Ensuite, comme G est un faisceau admettant des partitions de I’'unité, sa cohomologie
en degré strictement positif est nulle; alors la suite exacte longue en cohomologie fournit un
isomorphisme entre H'(M, F) et H'(M,Z/27Z).

On a donc démontré que I’ensemble des fibrés en droites réelles sur une variété M s’identifie
a HY(M,Z/2Z). On va s’attaquer aux fibrés complexes. La situation sera plus compliquée, et
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ce sont en fait des éléments du H? (les premiéres classes de Chern) qui vont naturellement
intervenir.

3.2 Rappels sur les variétés complexes

Variétés complexes. Les variétés complexes sont définies de la méme maniére que les varié-
tés réelles, en demandant que localement, on ait une identification a des ouverts de C", et que
les changements de carte soient holomorphes. En chaque point on peut définir des coordonnées

92 0%
On notera T le fibré tangent (ou T'M en cas d’ambiguité), et T et T" les parties holomorphe

0 0
locales z; et z;, et le fibré tangent complexe est C [ ] .

et antiholomorphe de ce fibré, localement engendrées par les —— et les —— respectivement. La

0z; 0z;
décomposition T = T' @ T" est stable par les applications holzomorpheszentre variétés (c’est
une condition nécessaire et suffisante pour qu’une application entre variétés complexes soit
holomorphe).

On notera également T* = T* @ T*" le fibré cotangent et sa décomposition en parties
holomorphe et antiholomorphe.

Une forme différentielle de degré p est une section globale C* du fibré AP T* Les formes
différentielles sont localement des produits extérieurs de dz; et dzj, multipliées par des co-
efficients C*®. On notera A? = I'(APT*). On notera aussi AP? = D(APT* A A?T*") les
formes s’écrivant localement comme produit extérieur de p formes holomorphes et de g formes
antiholomorphes de degré 1.

La différentielle extérieure est localement définie par d = 8+ 0 ou (I et J sont des multi-
indices) :

0
3((pd2:]/\d§_])=za—jdzi/\d21/\d§]
; i

et

9

az_idzi ANdzr Ndzy

5((,00321 /\df,]) = Z
i
 étant une fonction C'*°.

Fibrés hermitiens. Un fibré hermitien est un fibré complexe dont chaque fibre est munie
d’un produit scalaire hermitien. En d’autres termes, si £ est un fibré complexe de base M,
une structure hermitienne est un élément de I'(E* ® E*) hermitien dans chaque fibre, ou E*
désigne le fibré dual de E.

On notera AP(E) les p-formes différentielles sur la base M a valeurs dans le fibré E, autre-
ment dit, les sections du fibré (AP T*M) ® E. 1l convient toujours de ne pas confondre AP(M)
et AP(E).

Il est & noter que sur un fibré hermitien, I'opérateur 0 est canoniquement défini (mais par
0) : pour cela, constatons que les éléments de AP(E) s’écrivent localement comme combinaison



COHOMOLOGIE DE CECH DES FAISCEAUX 85

linéaire d’éléments de la forme w®e ot w est un élément de AP(M) et e une section holomorphe
de E; déclarons que l'opérateur 9 appliqué & une section holomorphe donne 0 et posons donc
dw®e) =(0w)Qe.

Connexions. Une connexion sur un fibré est une maniére de comparer des fibres voisines
(ce qu’on ne peut faire canoniquement), ou encore une maniére de dériver des sections du fibré
par rapport & un vecteur de la base : a priori, on voudrait pour dériver former la différence des
valeurs de la section en des points de fibres infiniment voisines, mais cela ne peut pas se faire
canoniquement.

Précisément, une connexion est une application D : I'(E) — A'(E) satisfaisant la régle de
Leibnitz : pour toute fonction C* sur M et pour toute section e € ['( E),

D(fe)=df ® e+ f.De € A'(E)

Alors, si v est un vecteur tangent de la base au point z € M, la dérivée de la section e dans
la direction v est (De)(v) qui est un élément de la fibre en z.

Une connexion définit aussi une notion de transport paralléle d’un vecteur de la fibre le
long d’une courbe de la base : on dit que le vecteur est transporté parallélement & lui-méme si
sa dérivée par rapport au vecteur tangent a la courbe est nulle.

Une fois donnée une connexion sur E, on peut étendre cette dérivation aux p-formes a
valeurs dans E en posant par définition la régle de Leibnitz : pour ¢ € AP(M) et e € I'(E), on
définit la dérivée de 1 ® e par

Dp®e)=dp@e+ (—1)Pp ADe € APTH(E)

Courbure. Soit un fibré hermitien £ de base M, muni d’une connexion D. On notera ()
le produit hermitien sur les fibres. On dit que la connexion est compatible avec la structure
hermitienne si pour toutes sections e,e’ € T'(E), on a

d(e, f) = (De, f) + (e, Df) € A'(M)

(en particulier, la norme et les angles entre vecteurs sont conservés lors du transport paralléle).

En utilisant la décomposition en parties holomorphe et antiholomorphe A'(E) = A(E)o
A%L(E), on peut définir les parties holomorphe D' et antiholomorphe D" de D. On dit que D
est compatible avec la structure complexe si D" : A(E) — A%(E) est égal a I'opérateur 9
défini ci-dessus.

Un fibré hermitien peut étre canoniquement muni d’une connexion. En effet, un lemme
classique (cf. [GH]) affirme que sur un fibré hermitien, il existe une unique connexion compatible
avec la structure complexe et avec la structure hermitienne. Ce sera toujours celle-1a que nous
considérerons par la suite.

Pour définir la courbure, on commence par regarder la composée de la connexion D :
I'(E) — AYE) et D : AY(E) — A%(E) qui a toute section e € I'(E) associe D?e, qui est une
2-forme sur M & valeurs dans F.

D?e appliqué 4 un couple de vecteurs u,v tangents & la base, s’interpréte (au signe preés)
comme la variation du vecteur e de la fibre lorsqu’on le transporte parallelement le long du
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vecteur u, puis de v, puis de —u, puis de —v. Sur une surface courbée dans 1’espace, on voit que
si on prend un vecteur (par exemple un vecteur tangent) et qu’on le transporte parallélement
a lui-méme suivant une boucle de la surface (« parallélement » dans la surface et non dans
l’espace ambiant), on ne va pas revenir sur le méme vecteur. La courbure décrit ce phénomene.

Par un petit miracle, en chaque point, la valeur de D?e ne dépend que de la valeur de la
section e en ce point, et pas des valeurs voisines. En effet, D? est C™-linéaire : si f € C*°(M)
et e e I'(E), on a

D?(f.e) = D(df ® e+ f.De)
= (d*f ®e—df A De) + (df A De + f.D?%)
f.D%

Par conséquent, si deux sections e et e’ ont méme valeur en un point, D?e et D%e’ ont la
méme valeur. Autrement dit, ’application D? : T(E) — A%(E) =T (/\2 "M ® E) provient

d’une application du fibré E dans le fibré /\2 T*M ® FE définie au-dessus de chaque point de la
base. Formulé encore autrement, D? définit une section globale © du fibré /\2 T"M ® EQ E*.
La forme © est appelée la forme de courbure du fibré. Elle associe & tout couple de vecteurs
tangents a la base au point z une application linéaire de la fibre en z dans elle-méme.
Si 'on travaille en coordonnées : on peut prendre des sections eq, ... , e, formant une base
orthonormée au voisinage d'un point. Alors la connection D définit des coefficients I';; € A'(M)
par

De; = ZPZ] Qe; € AI(E)

mais les I';; dépendent de I’ensemble des sections orthonormées choisies et non seulement de
leur valeur en un point.
Un calcul direct montre alors que

O¢; = Z (dPij — Z i A ij> Qe; € A2(E)
k

J

autrement dit la matrice (dont les entrées sont des 2-formes sur M) de © dans cette base s’écrit
comme la différentielle de la matrice (de 1-formes) I';;, moins le produit extérieur (formel) de
cette matrice avec elle-méme.

3.3 Fibrés en droites complexes et leur premiére classe de Chern

Soit M une variété complexe. On désignera par O le faisceau des fonctions holomorphes et
par O* celui (multiplicatif) des fonctions holomorphes ne s’annulant pas sur M. On rappelle
qu’on exige d'un fibré complexe que ses changements de carte soient holomorphes.

Exactement pour la méme raison que pour les fibrés en droites réels, I’ensemble des fibrés
en droites complexes sur M s’identifie & H'(M,O*). Cette identification respecte les fibrés
duals et le produit tensoriel.
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On a une suite exacte de faisceaux
ex
05Z—-0Z0" =0
ou exp représente z — e27 2.
Cette suite exacte de faisceaux donne en cohomologie un opérateur bord

o: HY(M,0*) = H*(M,7Z)

Si E € H'(M, O*) est un fibré, sa premiére classe de Chern est définie comme c;(E) = OE.

Prenons un exemple. Plagons-nous sur la sphére de Riemann C U {oo} et considérons un
recouvrement & deux ouverts, 'un étant le disque de rayon 1 dans C un peu élargi, I’autre son
complémentaire un peu élargi. L’intersection est un anneau. Prenons deux trivialisations, et
prenons z comme fonction de transition entre ces trivialisations. On voit bien ce qui se passe :
en recollant les deux trivialisations, on fait faire un tour au fibré quand on tourne autour de
lorigine. La classe de Chern de ce fibré est 1 dans H2(C U {oc0},Z) = Z. La classe de Chern
compte combien de tours le fibré fait autour de chaque 2-cavité de M.

On a évidemment ¢;(E ® E') = ¢1(E) + c1(E') et c1(E*) = —c1(E).

En outre, on peut montrer qu’un fibré en droites complexes est déterminé, & isomorphisme
C* (mais non holomorphe), par sa classe de Chern.

3.4 Courbure et premiére classe de Chern

Soit F un fibré en droites sur une variété M, muni d’une connexion quelconque. Soit © sa
courbure. © est une section du fibré /\2 T*M ® E ® E*, or comme le fibré est de dimension 1,
E ® E* est (canoniquement !) isomorphe a C.

© est donc simplement une 2-forme différentielle sur M.

On a vu que localement, © s’écrivait sous la forme © = dI' + ' AT ou I est une (matrice
1 x 1 dont l'entrée est une) 1-forme. On a ' AT = 0 et donc © = dI', autrement dit, © est
localement exacte, donc fermée.

La forme de courbure d’un fibré en droites complexes est ainsi une 2-forme fermée sur la
base. On peut donc considérer sa classe en cohomologie de De Rham [O] € H% (M).

Par ailleurs, la classe de Chern du fibré, ¢ (E) € H?(M,Z), peut étre vue comme un
élément de H%(M,R), qui s’identifie & H%,(M) d’aprés le théoréme de De Rham démontré
ci-dessus.

Théoréme — Ces deux classes de cohomologie peuvent étre comparées :
1
a(B)=5-0 €H}y(M)

Ce théoréme est évidemment & rapprocher de celui de Gaufs-Bonnet.
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Démonstration. Calculons d’abord la classe de Chern. Soit (U;) un recouvrement ouvert de
M donnant une trivialisation de E, assez fin pour que les intersections U;NUj soient simplement
connexes. Soient g;; les fonctions de transition entre ouverts.

Maintenant, reprenons la définition de la classe de Chern en cohomologie :

c1=0:H'(M,0") — H*(M,7)
provenant de la suite exacte cohomologique longue issue de
025020 >0

Le bord du cocycle (g;;) est nul, on veut prendre, par logarithme, son bord dans C?(M, Z),
qui provient des différentes déterminations du logarithme. C’est le cocycle

Zijk = %(log gik — log gir, + log gij)
(les ouverts étant simplement connexes, on peut sur chacun trouver une détermination du
logarithme complexe).
Travaillons maintenant sur la connexion. Prenons sur l'ouvert U; la section donnée par
1 € C dans la trivialisation, que nous notons e;. Sur U; N Uj, on a par définifiont e; = g;;e;.
La connexion est localement donnée par une 1-forme I'; € A'(M) telle que De; = I'; ® e;
(nous sommes en dimension 1...). Sur U; N Uj, on a

I'i®e; = De; = D(gije;)
= dgij Qej+ gijDej
da:.
= 9ij Re; + gijI‘j Qej

Gij
= dlogg;ji®e; +I';Qe¢;

On a donc la loi de transformation des I';, ou encore le bord de la 0-chaine (I';) :
Fi - Fj = dlogg,-j

La forme de courbure est alors © = dI'; = dI';, globalement définie.

On a ainsi des formes plus ou moins explicites, d’une part, pour la classe de Chern, donnée
par le 2-cocycle z;j;, = %(log gjk —log gir, +10g gi;), et d’autre part pour la courbure © donnée
comme une 2-forme différentielle © = dI'; avec I'; — I'; = dlog g;;. Pour obtenir ’égalité, il
faut désormais expliciter 'isomorphisme de De Rham démontré plus haut. Nous allons donc
partir de la 2-forme ©.

Une premiére partie de ’isomorphisme provenait de la suite exacte

02t b 22 50

issue du lemme de Poincaré. L’opérateur bord de la longue suite exacte correspondante en
cohomologie, associe & une section de Z?, autrement dit une 2-forme fermée (par exemple
©...), un élément de H'(Z) :

(2% % g2
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qui est obtenu de la maniére suivante : par lemme de Poincaré, écrire © localement, sur
chaque ouvert, comme la différentielle d’une 1-forme; prendre le bord de cette 0-chaine de
1-formes, c’est ’opérateur bord cherché. Notre écriture locale de © comme différentielle est
toute trouvée : on a ©® = dI'; sur U;. Le bord de cette O-chaine de 1-formes est bien sir la
1-chaine (T'; — T;) € H(Z1), autrement dit —dlog gi;.

L’autre partie de 'isomorphisme provenait de la suite exacte

0oRo Q04 21 4

(20 est le faisceau des O-formes, autrement dit des fonctions C™), qui fournit elle aussi un
opérateur bord H'(Z') — H?(R), obtenu en écrivant une 1-chaine de 1-formes, localement,
comme une l-chaine de différentielles de fonctions, et en prenant le bord de cette 1-chaine.
La encore, notre 1-chaine (I'; — I';) € H'(Z!) est toute écrite comme différentielle locale de
fonctions puisque I'; —I'; = —dlog g;;. On doit donc prendre le bord de la 1-chaine de fonctions
—log gij, ce qui donne, bien entendu, — log g, + log gix — log g5, ce qui démontre le théoréme.

Bibliographie

Pour cet exposé, on pourra consulter |[GH|, [Gode|.
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Cohomologie des groupes

Gaétan Chenevier

(Aimablement retranscrit par Jérome Plit.)

Apres avoir rappelé le peu de théorie nécessaire, on donne différentes applications de la
cohomologie des groupes : classification des extensions de groupes, groupe de Brauer et théorie
de Galois.

1 Extensions dans le cas abélien

1.1 Cohomologie des groupes, définition rapide

(Voir V’exposé de Jérome Plat pour plus de détails.)

Soit G un groupe , M un groupe abélien, G — Aut (M) une représentation de G (autrement
dit M est un ZG-module). On note C™(G, M) l'ensemble des applications de G™ vers M, et
0" l'application de C™(G, M) vers C"*t1(G, M) définie par

0"(f) = (91,---+9n11) —> g1 f(g2,---,9n)

n
+ Z (=1)"f(g15---+GiGit15- -+ Gn+1)
i=1

+(=1" (g1, 9n)-

0
On vérifie que 9"119™ = 0; on a donc un complexe C(M) 9, CY{(M) — ---. On appelle
cohomologie de G a coefficients dans M la cohomologie de ce complexe; c’est la seule définition
que l'on utilisera dans cet exposé. On a en particulier :

HY(G,M)=MC%={meM, (VgeG)g-m—m=0}

_{f:G-M, flgg) =9/ (g) + f9)}
{f:G—>M,grsg-m—m, me M}’

{f:G* =M, gf(g.q")— flag',d") + flg.d'9") — flg,9') = 0}
{f:G*—= M, (9,9') = ge(g’) — e(99') +e(9), e : G— M}

HY(G,M)

H*(G,M) =
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On n’utilisera de la théorie cohomologique que le résultat suivant, démontré dans I’exposé
de Jérome Plit :

PROPOSITION — Si (G est un groupe cyclique, alors

H*(G,M)=M%/TM, ouT=) g.
geG

Soient N et K deux groupes; on cherche a classifier les extensions de K par N, c’est-a-dire
tous les groupes G dont N est un sous-groupe distingué et tels que G/N = K, c’est-a-dire
toutes les suites exactes

1—N—>G— K —1.

On dit que deux extensions G et G’ sont équivalentes s'il existe un isomorphisme 6 : G — G’
induisant l'identité sur N et sur K :

1 N G K 1

N4

GI

Remarques : Ceci s’insére dans la stratégie de "dévissage" pour la classification des groupes
finis (ou de Lie, ou agébriques etc..). Il y a deux étapes : d’abord classifier les groupes simples
puis classifier les extensions de deux groupes quelconques. Ceci fait, si un groupe donné est
simple c’est fini, sinon il s’écrit comme une extension de deux groupes plus petits (supposés
classifiés) et c’est encore fini. Nous étudions ici la seconde étape.

La notion d’isomorphisme introduite plus haut est plus forte la notion évidente (qui serait
simplement G ~ G'), puisqu’elle réclame que l'isomorphisme induise I'identité sur N et G/N.
C’est cependant I’ensemble des classes d’isomorphismes pour cette notion qui a une structure
intéressante. Notons qu’il est trés difficile en général de savoir si deux groupes obtenus par
extensions (par des groupes éventuellement complétement différents) sont isomorphes, et ce
méme pour des produits semi-directs.

1.2 Classification

On suppose pour le moment N abélien. Soit G une extension de K par N ; alors G agit par
conjugaison sur N, et, N étant abélien, son action sur lui-méme par conjugaison est triviale;
I’action de G se factorise donc par K, d’ot une action de K sur N. Réciproquement, si I’on
se donne une action de K sur N, on peut construire le produit semi-direct N x K : ¢’est une
extension de K par N, et I'action de K sur N par conjugaison est bien celle que l'on s’était
donnée au départ.

On s’intéresse maintenant & la classification des extensions de K par N lorsque l'action
1 : K — Aut N est fixée. Soit

1—N—G-5K-—1
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une telle extension ; m admet une section (ensembliste) s. s n’est en général pas un morphisme
de groupes; c’est en fait le cas si, et seulement si, G est le produit semi-direct de K par N. On
va mesurer la différence entre s et un morphisme de groupes : si k et k' sont deux éléments de
k, alors, puisque 7 est un morphisme de groupes et que m o s = idg, il vient :

s(kk') = f(k,K) s(k)s(K),  f(k,K)€N.

L’application f : K2 — N ainsi définie dépend bien sir de la section ensembliste s choisie.
On vérifie que f appartient & Z2(G, M) : on peut en effet écrire s(kk'k"”) de deux maniéres
différentes :

s(kk'k") = f(kK',K") s(kK') s(K")
= f(kK',K") f(k,K') s(k) s(K') s(k")
et
s(kK'E") = f(k,K'K") s(k) s(K'K")
= f(k,K'k") s(k) f(K',k") s(k") s (k")

Or, par définition de 'action de K sur NV, on a :

s(k) f(KK") = k- f(K,K") s(k) ;

en appliquant ceci & l'expression précédente, on vérifie que f est bien un 2-cocycle sur G &
coefficients dans M.
Soit & présent § une autre section de 7 : on peut alors écrire, pour tout k € K,

5(k) = e(k) s(k), e(k) €N,

On vérifie alors que le cocycle défini par § via la construction précédente n’est autre que
5 = f O0e; la classe dans H2(G, M) de f ne dépend donc pas de la section s choisie.

Réciproquement : soit f un élément de Z%(K, N); on note alors N x s K le groupe obtenu
en munissant I’ensemble N x K de la loi de multiplication

(n,k)(n',k;) = (n+kn' + f(k, k'), kk').

Si fOe est un élément cohomologue & f, alors les extensions N X; K et N Xy K sont
équivalentes.
On en déduit :

THEOREME - L’ensemble des classes d’équivalence d’extensions de K par N (avec action
fixée de K sur N) est en bijection avec H?(K, N), le produit semi-direct étant ainsi associé 4
Pélément nul.
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1.3 Application : le théoréme de Schur-Zassenhaus

LeEMME - Soit G un groupe fini; alors, pour i non nul, H (G, M) est tué par le cardinal de
G.

On ne présente ici la preuve que dans le cas ¢ = 2; la preuve pour ¢ quelconque est
semblable, mais les calculs sont moins agréables. Soit donc f € Z2(G, M) ; on veut montrer
que |G|f € B%(G,M). On a, pour tous g,¢',¢" € G :

9f(g',9") — flag'.d") + f(9,9'9") — f(9:9') = 0;

en sommant ceci sur g’ et en posant F(g) = Y, f(g,h), il vient :

gF (') — F(99') + F(9) — |G|f(9,9') = 0,
soit encore

|G|f = OF.

THEOREME (SCHUR-ZASSENHAUS) — Toute extension de groupes finis d’ordres premiers
entre eux se scinde : autrement dit, si G est un groupe fini, N un sous-groupe distingué de
G, K le quotient G/N, et si K et N sont d’ordres premiers entre eux, alors G est produit
semi-direct de K et N.

Quand N est abélien, H2(K, N) est tué par |K| et par |N|, qui sont premiers entre eux,
et donc trivial (quelle que soit I’action de K sur N). Ceci suffit pour établir le cas général,
comme suit.

Si N est un p-groupe, on peut encore le démontrer par récurrence : le centre Z de N est
distingué et non trivial dans G, et, par hypothése de récurrence, N/Z a un complément K
dans G/Z ; alors G = KZ N, mais, d’aprés le cas abélien, Z a un complément H dans KZ. On
adonc G=HN avec HNN =1d’ou G=H X N, ce qui conclut.

Dans le cas général, soient P un p-Sylow non trivial de N, Ng(P) son normalisateur dans
G ; alors P est un p-Sylow de Ng(P), et il admet donc un complément H, d’ordre premier a p.
Or par Pargument de Frattini G = NNg(P) = NH. Or N N H est un sous-groupe distingué
de H ; il a donc, par hypothése de récurrence, un complément K, soit : H = (NN H)K, et
finalement G = N x K.

EXERCICE — Soit H un sous-groupe fini d’ordre premier a p de GLy(Z/pZ), montrer qu’il
se reléve en un sous-groupe fini de G Ly (Z/p™Z) pour tout m, puis & G Ly(Zp).

1.4 Application : les groupes d’ordre p?

Soient p un nombre premier et G un groupe non abélien d’ordre p3, on se propose de
montrer que si p > 2, G est toujours un produit semi-direct. On rappelle que tout groupe
d’ordre p? est abélien.
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Supposons tout d’abord que tout élément de G soit d’ordre p, soit H un sous-groupe
(nécessairemet dinstingué ') d’ordre p? de G, alors H = (Z/pZ)? et tout élément x de G non
dans H réalise G = Hx <z>. On suppose donc qu’il existe un élément engendrant un sous-
groupe H cyclique d’ordre p? (donc nécessairement distingué¢) : G est donc une extension de
Z/pZ par 7 /p*Z. On commence donc par regarder les actions de Z /pZ sur Z /p°Z ; le générateur
1 de Z/pZ agit par la multiplication par k € (Z/pZZ)*, avec kP = 1 (mod p?), d’ott k = 1+ up.
L’action ne peut pas étre triviale (le centre serait de cardinal p?), donc u est premier & p. Or
on connait la cohomologie d’un groupe cyclique : il vient

H*(K =Z/pZ,H) = HX/TH.

Si z est invariant sous K, alors z = z + pux ; puisque u est inversible, = est donc divisible par
p. Les éléments de T'H sont les

y= (1+(1+p“)+"'+(1+pu)p_1)g;

pour z € H ; puisque p? = 0 dans H, un tel y s’écrit aprés développement

On en déduit par conséquent que, quelle que soit ’action :
9 9 0 si p est impair,
H?(Z/pZ,Z|p’L) = .

Z]27 sip=2.

Ainsi, si p est impair, toutes les extensions de Z/p?Z par Z/pZ sont produit semi-direct (ne
dépendant pas, & isomorphisme preés, de l’action), et si p = 2, il y a une autre extension possible
(c’est Hg).

EXERCICE — Montrer que H*(Z/pZ,7Z/pZ x Z]pZ) = 0 sip = 2, Z/pZ si p > 2. Qu'en
conclure ?

2 Extensions générales

2.1 Classification des extensions

On considére maintenant le cas ou G est une extension de K par N, et ot N n’est plus
nécessairement abélien. On note Inn NV le groupe des automorphismes intérieurs de N, Out N
le groupe quotient Out N = Aut N/Inn N, et v : Aut N — Out N la fleche de projection. On a
une action par conjugaison G — Aut N ; la flache composée G — Aut N — Out N est triviale
sur N, d’ott une fléche x : K — Out N, que 'on appelle couplage. On appelle C' le centre de
N ; x induit alors une fleche p : K — AutC.

!Dans un p-groupe, il existe des sous-groupes disntigués de tout ordre et tout sous-groupe d’indice p est
distingué, tout ceci se prouve par récurrence en utilisant qu’il existe toujours un élément central d’ordre p.
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Inversement, soit x un morphisme de K vers Out N. On se donne une présentation 1 — R —
F 5y K —1de K, ou F est un groupe libre, et R = ker 7 est un sous-groupe distingué de
F'; F étant libre, il est projectif, donc x o 7w se reléve en une £ : F — Aut N, qui vérifie alors
vof = xom. On adonc {(R) C kerv = InnN. Or R est un sous-groupe du groupe libre F,
et est donc libre, et par conséquent projectif : en notant 7 : N — Aut N la conjugaison, dont
I’image est Inn IV, il existe donc n: R — N telleque ron = £ou:

L 7'('

1 R F K 1 (12)
| |
1M 1€ lX
Y Y y
N—>AutN —=>Out N —=1

Le morphisme £ : F' — Aut N permet de construire le groupe S = F x¢ N.

THEOREME 1 - Soient N, K deux groupes, x : K — Out N fixé, et S = F x¢ N comme
ci-dessus ; alors les extensions de K par N de couplage x sont en bijection avec les quotients
S/M, ou M est un sous-groupe distingué de S tel que M x N — RN soit bijective.

Soit en effet NV un tel sous-groupe : on définit alors

—:{N — S/M et 5-{S/M — K (e eN,feF).

a — aM | faM — w(f)

La suite 1 » N -5 § /M £y K — 1 est alors exacte. On note X le couplage ainsi obtenu ; si
g€ K, f €F tel que w(f) = g, alors, puisque S = F x¢ N, la conjugaison par f induit £(f)
sur N, d’ou successivement :

ce qui montre que xy = .
Inversement, soit 1 - N *y G 5 K — 1 une extension de couplage x; on forme un
diagramme commutatif :

1 R——=F—" =K 1 (13)
| |
i i H
A\
f.g—" K 1

y
1 N

P,k

N —">Aut N —>Qut N —>1

v et k sont des relévements obtenus de méme que ci-dessus en utilisant le fait que F' et R
sont projectifs; si z € G, A(x) est Pautomorphisme de N provenant de la conjugaison par x
dans Im g : alors u(A(z)(a)) = z~'u(a)z, donc xe = vA.

On en déduit vAy = xm = v¢; puisque kerv = Inn N, A\y(z) difféere donc de &(x) par
un automorphisme intérieur A(u(ny)), ou ny € N, c’est-a-dire :

() = Ay(2) png)).
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Soit X une base du groupe libre F'; on définit un morphisme o : F'— G en posant, pour
z € X, o(x) = y(z)u(ng). On a alors oz = eyr = mz pourz € X, doun = eo0;
on vérifie en outre sur la définition que £ = Ao. On définit une application w : § — G par
w(fa) = o(f)u(a); alors, pour z € X,a € N,on a :

w(zaz ) = p(E(@)(a)) = p(X(o(2))(a)) = ol@)ula)o(z)™,

ce qui montre que w est un morphisme de groupes. Puisque G = y(F)u(N), w est surjective.
On note M le noyau de w : alors M est ’ensemble des produits ra, avec r € R et a € N, tels
que pu(a)o(r) = 1. On en déduit que M x N = RN. Soient maintenant f et € définis comme
ci-dessus ; le morphisme w est alors une équivalence entre l'extension 1 - N -+ S/M - K — 1
et G.

2.2 Interlude : la résolution de Gruenberg

On oublie temporairement les notations du paragraphe précédent.

Soient G un groupe, N un sous-groupe distingué de G : alors la projection canonique
G — G/N induit une fleche ZG — Z(G/N). Notons Iy le noyau de cette fleche. On note
également I le ZG-module engendré par Iy C Ig; on a évidemment I C Iy. Sin € N et
g € G, alors ng — g = (n — 1)g appartient a I; par conséquent, ZG/I est un (G/N)-module;
on en déduit que Iy agit trivialement sur ZG/I, puis que Iy C I. Finalement, Iy est 1'idéal
engendré par leszx — 1, pour z € N, z # 1.

THEOREME - Soit 1 - R— F — G — 1 une présentation d’un groupe G ; on a alors la
résolution libre de 7Z (comme ZG-module) suivante, appelée résolution de Gruenberg associée
a la présentation donnée :

e T T s 1T I T — T T — -

EXEMPLES -
— la résolution de Gruenberg associée a la résolution standard 1 - R — FG — G — 1 n’est
autre que la résolution standard ;
— dans le cas ou G est un groupe cyclique, il est naturel de choisir la résolution 0 — 7 —
Z — G — 0; on retrouve alors le résultat sur la périodicité des groupes de cohomologie.

Le point le plus délicat de la preuve est la liberté des G-modules concernés :

LEMME - Soit F' = FS un groupe libre; alors son idéal d’augmentation Ir est le F-module
libre engendré par S = {s — 1, s € S}.

Soit « une fonction définie sur S et a valeurs dans un F-module M. On définit un morphisme
o :F — FxXM par o/(s) = (s, a(s—1))pours € S.Si f € F, o/(f) s’écrit alors (f,d(f));
le fait que o soit un morphisme de groupe revient alors & écrire que § est un cocycle. Iy est le
groupe abélien libre engendré par les f—1 pour f € F, ce qui permet de définir un morphisme de
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groupes abéliens 8 : Ip — M par B(f —1) = §(f). On vérifie alors que f(s — 1) = a(s—1)
pour s € §'; en outre,

Blg(f—1)) = Bllgf -1 + (f—1)) = gB(f - 1)
montre que G est bien F-linéaire.

PROPOSITION — Soit R un sous-groupe distingué d’un groupe libre F' ; soit X une base de
R comme groupe libre. Alors Iy est le F-module libre de base {z — 1, = € X }.

Soit Y ay(z — 1) = 0 une relation, ou les a, appartiennent & ZF'; alors a, s’écrit a, =
> by st, ot Vindice ¢t décrit un systéme 7' de représentants de F'/R dans F et b, appartient a
ZR. On en déduit alors : pour tout T, > by(z — 1) = 0; I étant libre, il vient b, ; = 0.

LEMME - Soient 1 - R— F — G — 1 une suite exacte, ou F (et donc R) est un groupe
libre, I,J des idéaux de ZF qui sont des F-modules libres de base respectivement X et Y,
alors :

1. §/SIg est un G-module libre de base {:1: + SIg, x € X} ;
2. ST est un F-module libre de base {zy,z € X,y € Y}.

Ceci termine la preuve du théoréme.

2.3 Obstruction

Soient N et K deux groupes, et x : K — Out N ; on garde les notations du paragraphe
2.1. Pour 7 € R et f € F, notons

frr = nr) ) (7)) € N;

alors, puisque 77 = ¢ (diagramme 12), et que, pour @ € Aut N, ar = 7o, il vient 7(f xr) =
§(r)_1§(r) = 1; f xr appartient donc & ker 7, c’est-a-dire au centre C de N. On vérifie que

Von a en outre fx (rira) = (f *11)(f x72), et (fifa) xr = (foxr)E(f2) (f 'rf1).

Considérons maintenant la résolution de Gruenberg associé¢e a R - F -+ K — 1 :
=2 =3 = ) = =2 =
. —)IR/IR—)IFIR/IFIR—)IR/IRHIF/IFIR—)ZK—)Z—)O

Soient X et Y des bases respectives des groupes libres F et R; alors IpIg/I Fﬁt est un K-
module libre de base {(1 )1 —y) 4 Tz € X,y € Y}. Notons ¢ le K-homomorphisme
défini par :

(1-2z)Q—-y)+Iplp — z*xy

Les propriétés de x montrent alors successivement :

(Vz € X) (Vr € R) 1/)((1 o)1 —1) +IF7§E) —zxr,
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puis
(Vf € F) (Vr € R) 1,1)((1 —Ha—r) +IFT§) -

Si 71,79 appartiennent & R, alors r1 x 7o = 1, ce qui montre que 1/)(732/] FT%) = 1; 1 induit

donc un K-homomorphisme ¢ : IpIp/Ir — C.
On remarque que H3(H3(K,C)) est le conoyau de la fleche

d: HomK (TR/T%, C) — HomK (IFTR/Tz,C>

On admet le théoréme suivant, dont on trouvera une démonstration dans le paragraphe 5.5
de [Gru] :
THEOREME - La classe de ¢ dans H?(K, C) ne dépend que de x, et en variant n on obtient
toute la classe.
DEFINITION - La classe de ¢ est appelée obstruction de x ; on la note Ob x.
THEOREME - Il existe une extension de K par N de couplage & si, et seulement si, I’'obs-
truction de x est nulle.

Supposons qu’il existe une extension 1 - N — G — K — 1 de couplage ¥, et formons alors
le diagramme 13. Puisque £ = A o 7, il vient, pour tout f € F et tout r € R, f xr = 1; ceci
prouve que 'obstruction de x est nulle.

Inversement, si la classe de ¢ est nulle, d’aprés le théoréme précédent, il existe un choix de
71 pour lequel, pour tout r € R et tout f € F, f xr =0; il vient donc :

n(f(r)) = &) (n(r)).

Soit alors M = {rn(ril),r € R}; c’est un sous-groupe de S. Puisque r — rn(ril) est un
F-morphisme de groupes, M est distingué dans FM. Pour z € N, puisque 7on = £, il vient :

(rn(r="))zn(r)r= = (£(r)é(r™)) (z) = =.

Par conséquent, [M,N] = 1, et M est distingué dans FN = S; on vérifie en outre que
M x N — RN est bijective, ce qui montre que M vérifie les hypothéses du théoréme 1.
On admet encore le résultat suivant :

THEOREME - Dans le cas ou l'obstruction de x est nulle, les extensions de K par N de
couplage x sont classifiées par H2(K, C).

3 Le H? comme obstruction a I’extension des représentations

Soient G un groupe, N un sous-groupe distingué, p : N — GLg(V) une représentation
irréductible de dimension finie de N, K étant un corps algébriquement clos. On se propose
d’étudier & quelle condition p s’étend en une représentation de G tout entier dans V. Parmi les
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exemples importants, il y a le passage de 2, & &,, de SL, a GLy,, mais aussi de Gal(Q/K) &
Gal(Q/Q) etc...

Une condition nécessaire évidente est la suivante, ol on note p9 la représentation de N sur
V tordue par g € G définie par p?(n) = p(gng ') :

(Vge Q) p?~p. (14)

Cette condition peut par exemple se vérifier pour des groupes finis sur le caractére : il suffit
de voir que le caractére prend des valeurs constantes sur les classes de conguaison par G.

Supposons cette condition vérifiée.

Soit (g;) une famille de représentants des classes de G/N. Pour chaque ¢ on se fixe ag;
un endomorphisme de V' tel que p% = aq, pag_il. Si g € G, on peut écrire de maniére unique
g = g;n pour un n € N, et on pose ag = Gg4;ay, ON a alors :

(Vg € G) (Vn € N) Qglg-1pg = QnGg €t Ggp = Qgan.

Considérons I’application f(g,¢') = agg:ag_,lagl ; alors via les identités ci-dessus, f(g,¢")p =
pf(g,9'), et donc, par le lemme de Schur (ici on utilise que p est irreductible et donc End,(V)
est une algébre & division de dimension finie, ainsi que ’hypothése sur K), f(g,g') est une
homothétie, donc dans K*. f est un 2-cocycle de G a valeurs dans K*; de plus, toujours par
les identités plus haut, f ne dépend que des g,¢’ modulo N x N. Elle a donc une classe dans

H?(G/N,K*) (K* étant vu avec I’action triviale de G/N), que I’on note Ob(p). On a alors le

THEOREME 2 — Supposons (14) vérifiée ; alors p se prolonge a G si, et seulement, si Ob (p) =
0.

Preuve : notons que, si on change le choix des a4, en des ay,, et donc f en f', ay, différe
necessairement de ag, par un scalaire £(g;) par le lemme de Schur, et f est modifiée par
un 1-cobord : f' = fOe, ce qui fait que l'application Ob plus haut ne dépend pas de f.
Réciproquement, f' = fOe convient encore pour tout ¢ € Z'(G/N, K*).

De plus, Obp est nulle dans H%(G/N, K*) si, et seulement si, on peut choisir f comme
étant un 1-cobord, soit f = Je. Dans ce cas, p/(g) = age(g) est la représentation cherchée.

Réciproquement, si la représentation se prolonge, ay = p'(g) convient. QED

Notons que la condition (14) est toujours vérifiée par un sous-groupe de G contenant N,
dans ce sens qu’on pourra toujours tenter de prolonger & ce dernier. De plus, un cas simple
d’annulation de Ob est le cas ou H%(G/N,K*) est nul (rappelons que l’action est supposée
triviale ici, ainsi que dans la proposition ci-dessous).

Toujours par le calcul de la cohomologie des groupes cycliques (voir les rappels), on a la
proposition suivante :

PROPOSITION — Soit K un corps algébriquement clos, H*(Z /nZ, K*) = 0.

EXERCICE — Rappeler pourquoi si G est un groupe abélien, tout caractére d’un sous-groupe
H quelconque de G s’étend en un caractére de G. Autrement dit, ’obstruction d’un caractére
d’un sous-groupe de G est toujours nulle.
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4 Groupe de Brauer

Soit K un corps; on appelle algébre sur K une algébre associative unitaire de dimension
finie, non nécessairement commutative, sur K. Une telle algébre est dite centrale si son centre
est réduit & K, simple si elle n’a pas d’idéal bilatére non trivial, et a division si tout élément
non nul est inversible. Par exemple, ’algébre de matrices M,,(K) est centrale simple ; I’algébre
de quaternions H sur R est centrale simple et & division. Il n’existe pas d’algébre a division
sur un corps algébriquement clos (en effet, si z € A, alors K[z] est une extension finie de K).

4.1 Motivations

1. Soit H l'algébre des quaternions sur R; alors, puisque Lie (H*) ® C = Lie (GL2(R)) ® C,
les deux algeébres ont mémes représentations complexes en dimension finie. En outre,
d’aprés la suite exacte courte

1—R — H — SUR(C) — 1,

le quotient de H* par son centre est compact ; or, si V est une représentation irréductible
de dimension finie de H*, le centre de H* agit trivialement ; on raméne donc la théorie des
représentations du groupe non compact GLy(R) a celle de SU3(C), qui est compact. C'est
un exemple de I’« astuce unitaire de Weyl ». Finalement, on a : H ®g C = M3(R) ®r C;
les deux algébres sont dites des formes tordues 1’'une de 1'autre.

2. Une algébre A sur K est dite semi-simple si toutes ses représentations sont semi-simples.
Un théoréme dit & Wedderburn (voir plus bas) affirme que toute telle algébre est iso-
morphe & une somme directe de facteurs du type My (D), ot D est une algébre a division.

3. Soient G un groupe, et V une représentation simple de dimension finie de G; alors
Endg V est une algebre a division.

4. En considérant ’algébre de quaternions sur Q Hg, on peut démontrer le théoréme des
quatre carrés.

Soit K un corps; on note (“7’[’) I’algébre K@ Ki® K j® Kk, munie de la table de multiplica-
tion définie par i? = a, j2 = b, et k = ij = —ji; on a alors k2 = —ab. On vérifie qu’il s’agit bien

d’une K-algébre; il est évident que, pour toute extension L de K, on a (af’b) R L = (“T’b)

THEOREME - (“Y’b) est centrale simple sur K. Elle est, soit a division, soit isomorphe

a My(K); on dit alors qu’elle est scindée. Elle est scindée si, et seulement si, la conique
aX? +bY? = Z? a une solution non triviale dans K.

Il est facile de voir que A = (a?’b) est centrale simple. Si V' est un K-espace vectoriel

sur lequel A agit linéairement, alors A s’injecte dans Endg (V) ; par conséquent, V est de
dimension au moins 2 sur K. Supposons qu’il existe un diviseur de zéro z dans A ; ’annulateur
a gauche de z est un idéal & gauche de A, et par conséquent de dimension au moins deux.
Mais Az est alors de dimension au plus deux, donc de dimension deux, et par conséquent A
est isomorphe & Endg (Az) ~ My (K).
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Supposons maintenant A & division ; alors, pour tous z,¥y,z € K non tous nuls,

N(zi +yj + zk) = az® + by? — abz?
est non nul, on passe facilement de 14 & la conique de 1’énoncé. Réciproquement, s’il existe une
solution non triviale, elle fournit un diviseur de zéro dans A.

Par conséquent, dans tous les cas, (“%) se scinde aprés extension (au plus quadratique)

des scalaires & K (\/I;)

Le théoréme de structure clé est le suivant, pour plus de détails sur sa preuve (admise dans
I’exposé) on pourra consulter [Farb| ou [Bour] :

THEOREME (WEDDERBURN) — Soit A une algébre centrale simple sur K ; alors A est
de la forme M, (D), ou D est une algébre a division. A a une unique représentation simple de
dimension finie V, et D = Endg (V') ; par conséquent, D est déterminé par A.

Preuve rapide : Soit A un anneau unitaire, on rappelle qu’un A-module (& gauche) M est
dit semi-simple si 'une des trois conditions équivalentes suivante est vérifiée

— 1) Tout sous-module de M a un supplémentaire,

— ii) M est somme de sous-modules simples,

— iii) M est somme directe de sous-modules simples.

Cette équivalence est laissée en exercice, les preuves généralisant celles de la théorie des espaces
vectoriels. Ainsi, si M est semi-simple, par ii) tout quotient et tout sous-module l’est aussi.
Enfin, A est dit semi-simple s’il ’est comme A-module, ou de maniére équivalente si tout
A-module Dest.

Soit A une K-algébre semi-simple, A est alors somme directe finie de sous-modules simples.
On les regroupes selons leur classes d’isomorphie (indéxée par I) et A = @,.; M;". En particu-
lier, on en déduit que A%PP ~ End(A) = ®icrMp,(D;) ot D; = Enda(M;) est une K-algebre
a division. A est centrale sur K si, et seulement si, tous les D; le sont. Réciproquement toute
telle algébre est semi-simple. Ceci est le premier théoréme de Wedderburn.

Enfin, montrons qu’une K-algébre simple est semi-simple, ¢a prouvera l’existence annongée
dans le théoréme. Soit I un idéal minimal & gauche de A, I est un A-module simple, A — L (I)
est injectif par simplicité de A. I est de dimension finie sur K, soit ey, ..., e, une base, alors
Ae; = I pour tout ¢ par minimalité de I. Ainsi a — (aeq, ...,ae,) est une injection de A dans
I™ comme A-module a gauche, et A est semi-simple comme sous-module d’un module semi-
simple. Ce qu’il fallait démontrer. On déduit de plus de 'injection A < I™ que I est I'unique
A-module simple, que A ~ IP, puis que AP ~ Mp,(D) ot D = Enda(I) est une algébre a
division bien déterminée (car I ’est & isomorphisme prés). [J

Remarque : Notons en corollaire que "toute algébre centrale simple sur un corps algébri-
quement clos k" est isomorphe & un M, (k).

4.2 Groupe de Brauer et cohomologie

LEMME - Soit A/K une algébre centrale simple, et B/K simple; alors A ® x B est simple,
de centre Z(B).
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Soit en effet £ = ) a; ® b; appartenant au centre de A ® g B, ou l'écriture de z est de
longueur minimale ; supposons qu’il existe 7 tel que a; € K. A étant centrale, il existe u € A tel
que a;ju # wa;; il s’ensuit que z(u ® 1) # (u ® 1)z. Ceci contredit ’hypothése de minimalité;
c’est absurde, et par conséquent = € K.

Pour la simplicité, soit I un ideal bilatére de A ®x B, £ = ), a; ® b; non nul dans I
de longueur minimale (en particulier les b; sont libres sur K dans B, idem pour les a;). Par
simplicité de A, Aa;jA = A et donc on peut trouver des u;,v; tels que ), ujajv; = 1, ainsi
> uizv; € I, 1l est non nul par liberté des b;, et quitte a remplacer = par ce dernier, on peut
supposer a; = 1. Mais alors par minimalite, ax — za = 0, puis aa; = a;a pour tout 7 et a € A.
Ainsi, Z(A) = K donne que les a; sont dans K et donc z dans 1 ® ¢ B. Par simplicité de B,
1®Kk B est dans I, puis I = AQx B, QED.

En particulier, le produit tensoriel de deux algébres centrales simples est une algébre cen-
trale simple.

COROLLAIRE - Soit A une K-algébre centrale simple.
1. Soit L une extension du corps K ; alors la L-algébre A @ x L est encore centrale simple.

2. Si L est agébriquement clos, A @ x L = M, (L), en particulier dimg(A) est un carré.
Toute algébre a division est de dimension sur son centre égale 4 un carré.

3. Soit n = dimg A ; alors on a un isomorphisme canonique

AQy A°P?  — Endg_ey (A) =~ M,(K)
a®b — (z+— azb)

L’ensemble des classes d’isomorphisme d’algébres centrales simples sur A est donc un mo-
noide pour le produit tensoriel. On note A ~ A’ ¢’il existe des entiers n et n' tels que M, (A)
soit isomorphe a M, (A'). Cette relation commute au produit tensoriel ; le lemme précédent
montre alors que le monoide quotient est un groupe.

De plus, par le théoréme de Wedderburn, toute algébre centrale simple A est équivalente &
une algeébre a division centrale; si D = D’ sont deux algébres centrales a division équivalentes,
il existe n,n’ tels que M, (D) ~ M,/(D"). En comptant les familles maximales d’idempotents
orthogonaux, il vient n = n/. La colonne V' = D" étant 'unique représentation simple de
M, (D), et son algébre d’endomorphismes étant précisément D, cela montre que D = D’;
par conséquent, toute algébre centrale simple est équivalente a une unique algébre & division
centrale. Le fait qu’on ait utilisé les algébres centrales simples plutot que les algébres a division
centrales vient de ce que ces derniéres ne sont pas stables par produit tensoriel.

DEFINITION — On appelle groupe de Brauer de K ce groupe; on le note Br (K).
Puisque 'extension des scalaires commute au produit tensoriel, si L est une extension de

K, on a une fleche naturelle Br (K) — Br (L) .

EXEMPLE (LE PRINCIPE DE HASSE) — On a ainsi une fléche

Br(Q — [[Br(@) = [[Br(Q) @ Br(R).

p,00
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D’aprés la théorie du corps de classes, cette fléche est injective et tombe dans la somme directe
(une algébre centrale simple sur Q est presque partout scindée) ; on en déduit le théoréme de
Hasse-Minkowski : si une Q-algébre centrale simple A est scindée sur Q, pour tout p et sur
R, alors elle est scindée sur Q. Par exemple en Iappliquant a la discussion précédente sur les
algébres de quaternion, on obtient la forme classique du théoréme : "Une conique projective
plane rationnelle a une solution si, et seulement si, elle en a une dans R et dans QQ, pour tout
p". En effet, toute conique projective plane est équivalente a une multiple de celles de la forme
aX?+bY? =272

Soit L une extension finie galoisienne ; on note Br (L/K) le noyau de la fleche naturelle de
Br(K)— Br(L) :

0— Br(L/K)— Br(K)— Br(L).

THEOREME - Pour toute extension finie galoisienne L de K, Br(L/K) est isomorphe &
H?(GalL/K, L*).

On suppose K parfait ; cette hypothése n’est pas nécessaire, mais simplifie les démonstra-
tions, et sera toujours vérifiée dans les applications envisagées.

On aura besoin des deux résultats suivants (admis lors de l’exposé) dont on repousse la
discussion aprés la preuve du théoréme principal.

THEOREME (SKOLEM-NOETHER) — Soient A/K centrale simple, B/K simple, i1, :
B — A; il existe alors un automorphisme intérieur ¢ de A tel que @ o9 = 17.

En particulier, tout automorphisme de M, (K) est intérieur, et deux matrices de méme
b ) % )
polyéme minimal sont conjuguées : ce sont deux cas particuliers bien connus de ce théoréme.

THEOREME DU BICOMMUTANT — Soit A une K-algébre centrale simple.

1. Si L est une extension finie galoisienne de K telle que A € Br(L/K), alors il existe une
unique B équivalente a4 A, telle que B D L, [B: K| =[L: K]2, et le centralisateur de L
dans B est réduit a L ;

2. si A contient L et si le centralisateur de L dans A est réduit a L, alors AQx L ~ M,(L).

Soit A/K € Br(L/K), ou L est une extension finie galoisienne de K ; alors, d’apres la
premiére partie du théoréme du bicommutant, on peut supposer L C A et C4(L) = L. Pour
tout o € Gal (L/K), d’aprés le théoréme de Skolen-Noether, il existe z, € A* tel que, pour tout
a € L, o(a) = z,az; ' ; posons alors f(o,7) = z,,z7 'z, . f(o,7) commute & L, et appartient
donc & L*; de plus, par des arguments désormais courants dans cet exposé, f appartient a
Z%(C, L*). f définit donc une classe de cohomologie dans H?(G, L*), d’oti une application

Br(L/K) — H?*(Gal L/K, L*).

Les z, sont une base de A sur L, et f donne la table de multiplication. On ne vérifie pas que
c’est un morphisme de groupe, le lecteur curieux pourra consulter [Farb| pour la démonstration.

Si & présent f € H?>(Gal L/K, L*), on considére le L-espace vectoriel A dont une base est
I’ensemble des z,, avec la multiplication donnée par f, soit :z,z, = f (O'T)_ILEO-T. On vérifie
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que cette multiplication munit A d’une structure d’algébre, et qu’elle est centrale simple, de
cocycle f; changer f par un cobord donne une algébre A isomorphe. O

Remarques sur les deuz théorémes plus haut : Le théoréme de Skolem — Noether se prouve
comme suit. On écrit A = Endp(W), W = V* pour un certain entier s, V étant ['unique A-
module simple, D = End (V). W est alors un B ® x D-module de deux maniéres différentes,
via iy et 3. De plus B est une K-algébre simple, ainsi donc que B ® g D (car D est centrale,
puis par un lemme plus haut), qui est donc semi-simple et n’a qu’un module simple, disons
M. Ainsi, W = M™ pour un certain n pour la premiére action, idem pour la seconde : les
entiers n sont égaux par raison de dimension. Ainsi, 41 et i3 sont deux structures de B ® g D-
modules isomorphes sur W, un isomorphisme de 1'une sur 'autre donne le ¢ cherché. En effet,
¢ commutant & D est un élément de A, et iq (b) = i2(b)y donne @it

En ce qui concerne le second, on pourra se reporter & [Bour| ou [Farb].

= 9.

4.3 Applications

LEMME - La réunion de tous les groupes Br (L/K), pour L/K finie galoisienne, est Br (K)
tout entier.

Cela revient exactement & dire que toute algébre centrale simple A se scinde par extension
finie galoisienne du corps des scalaires. Soient A = M, (D) une algébre centrale simple, et
z € DNK ; alors K(z) C D. On suppose (ce n’est pas nécessaire) K parfait; alors L = K(z)
est une extension séparable de K, et D @ L8 = M,/(D'), avec n > 1 (car cette algébre
contient L ® L& ~ L%): la dimension de cette algébre étant strictement inférieure & dimg A,
on peut finir par récurrence.

Le corollaire suivant est alors immédiat :

COROLLAIRE — Br(K) est de torsion.

EXEMPLES —

1. Dans le cas o1 K = R, la seule extension non triviale de R étant C, il vient :
Br (R) = Br (C/R) = H*(Z/2Z,C*) = R* /R: = Z/27Z;

la seule classe non triviale de R-algébres centrales simples est donc la classe de C.

2. Dans le cas ou K = Fy : d’aprés le lemme, Br (F,) = |JBr (Fpn /Fp). D’apreés la remarque
sur la cohomologie d’un groupe cyclique,

H?(Z/nZ, Fgn) = F5|T(Fpn) = T3 [NFpn 17, (Fn)-
Or T s’identifie au morphisme surjectif canonique
Foo =Z](" =)L — Fy =Z/(p—-1)Z;

par conséquent, Br (F,) est nul. Ceci prouve qu’il n’existe pas de corps fini non commu-
tatif.
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3. Dans le cas ou K = Qp, on commence par démontrer le lemme suivant :

LEMME -~ Si D est une Q,-algébre a division centrale, alors il existe une extension non
ramifiée L de QQ, qui scinde D.

11 existe une unique valuation discréte sur D pour laquelle elle est compléte ; son idéal de
valuation est principal d’uniformisante u disons et son corps résiduel pour cette valuation
est alors un corps fini k (contenant Z/pZ), et donc nécessairement commutatif. Si k =
Z/pZ, alors il suit de la complétude de D que tout élément de Op est une série en u
a coefficient dans Zyp, ce qui impose que D est commutatif, ce qui n’est pas, k est donc
une extension de degré > 1 de Z/pZ. En relevant un élément primitif de k par le lemme
de Hensel, on obtient dans D une sous-extension non ramifiée de Q, notons la L. Alors
L®g, D ~ M, (D') avec n > 1 comme dans le lemme plus haut, et on conclut par
récurrence en notant que ce qu’on a dit est valable sur un corps local quelconque, pas
seulement sur QQ,. [

On peut par conséquent se restreindre aux extensions non ramifiées de (Q,, dont on
sait qu’elles sont cycliques. Si L est une telle extension, de degré n, alors, de méme
que précédemment, H?(Gal L/Q,, L*) = @*/ Npjq,(L*); L/Q, étant non ramifiée on
a Npq,(L*) = p"Zj, le quotient cherché est donc exactement Z/nZ. Par conséquent,
Br(Qy) est isomorphe a Q/Z. On fixe un isomorphisme, que I'on appelle I'invariant.

EXERCICE - Il n’y a qu'une algébre de quaternions non triviale sur Q,.

Bibliographie

Pour cet exposé, on pourra consulter [Gru|, [Farb], [Bour|, [Rob].



106 JEROME PLUT

Cohomologie des groupes

Jérome Plit

Apres quelques rappels sur les représentations de groupes, on introduit la notion de CW-
complexe : il s’agit d’espaces topologiques assez sympathiques pour que le calcul de leur ho-
mologie soit purement combinatoire. Si G est un groupe, on appelle K(G, 1) un CW-complexe
dont le groupe fondamental est G et dont tous les autres groupes d’homotopie sont nuls; un
tel espace existe et est unique & homotopie prés. On définit I’homologie d’un groupe G comme
foncteur dérivé & gauche du foncteur qui & un G-module M associe ses coinvariants, et on en
donne une description explicite. On prouve finalement que cela se raméne au calcul de I’ho-
mologie singuliére de K(G,1). Les principales références utilisées au long de cet exposé sont
[Brown]| et [Ben].

1 Définitions et notations

Les anneaux sont toujours supposés unitaires, mais non nécessairement commutatifs.

1.1 Représentations d’un groupe G

Soit S un ensemble ; on appelle ZS le groupe abélien libre de base S. Si G est un groupe, on
munit ZG de la multiplication donnée par la multiplication de G ; on obtient ainsi un anneau,
non commutatif si G n’est pas abélien, que 1’on appelle l’algébre du groupe G. Exemples :

1. si G = Z, alors ZG est Vanneau Z [T, T7!] ;
2. si G = Z/nZ est un groupe cyclique, alors ZG est 'anneau Z[T]/(T™ — 1);

3. soit FS le groupe libre de base S : ’algébre ZF S est alors « I’anneau libre » engendré
par S, dans lequel les éléments de S sont inversibles.

Le foncteur G — ZG est adjoint & gauche du foncteur qui & un anneau associe son groupe
des unités : ceci signifie que, si A est un anneau, alors tout morphisme de G vers le groupe des
unités de A se prolonge de fagon unique en un morphisme d’anneaux de ZG vers A, soit :

Homanneaux (ZG, A) = Homgroupes (G, A*)

Nous appellerons ici représentation de G un groupe abélien M muni d’une action & gauche
linéaire de G. Les représentations de G sont par conséquent exactement les ZG-modules &
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gauche : en effet, si M est un groupe abélien, les morphismes de G dans Aut M sont exactement
les morphismes de ZG dans End M. On appellera donc aussi G-module une représentation
de G et G-morphisme un morphisme G-équivariant. Si S est un G-ensemble, alors Z.S est
naturellement une représentation de G ; on 'appelle la représentation obtenue en linéarisant
S. 518 =@, alors S est naturellement muni d’une action & gauche de G par multiplication ; on
I’appelle 'action réguliére de G. Elle donne lieu & une représentation de G dans ZG, appelée
la représentation réguliére (gauche) de G. Cela revient a considérer ZG comme module sur
lui-méme par multiplication & gauche.

Par exemple, se donner une représentation de Z revient & se donner un groupe abélien M,
muni d'un automorphisme ; se donner une représentation de FS revient & se donner une famille
d’automorphismes indexée par S'; se donner une représentation de Z/nZ revient a se donner
un endomorphisme u d’ordre divisant n.

1.2 Invariants et coinvariants

On notera toujours Z le G-module Z, muni de ’action triviale. On note ¢ le morphisme
ZG — End (Z) = Z ainsi défini, et on l'appelle morphisme d’augmentation. On note I son
noyau, et on I’appelle idéal d’augmentation de ZG. En pratique, € est défini par £(g) = 1 pour
g € G, et, si S est une partie génératrice de G, I est 'idéal de ZG engendré par les s — 1, ol
s décrit S.

Soit M un G-module. On appelle sous-groupe des invariants de M le plus grand sous-groupe
de M sur lequel G agit trivialement :

MY = {z €M, (Vg € G) gz =z} = Homyg (Z, M).

On appelle groupe des coinvariants de M le plus grand quotient de G sur lequel G agit trivia-
lement :

Mg = M/IM = Z®gq M.

Par exemple, si M = (ZG)" est un ZG-module libre de type fini, alors Mg = Z" est un Z-
module libre de méme base. Ces constructions sont évidemment fonctorielles : si f : M - N
est un G-morphisme, alors f(M G) C N¢ et f(IM) C IN, ce qui permet de définir une
application Mg — Ng.

1.3 Produit tensoriel, homomorphismes

Sur un anneau non commutatif A4, le produit tensoriel de deux modules M et N est défini
lorsque M est un A-module & droite et N un A-module & gauche. Si en particulier A est
I’anneau du groupe G, on peut considérer un A-module & gauche M comme un A-module &
droite en faisant agir G & droite par z-g = g !-z. Construire de cette facon le produit
tensoriel de deux G-modules revient & exiger que gx ® gy = T ® y pour tous g € G, x € M,
y € N. On note — ®g — le produit tensoriel ainsi obtenu; on a alors :

M ®g N = (M ®zN)g,
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ou G agit diagonalement sur M ®z N. Ceci montre que le produit — ®g — est commutatif.
De méme, on peut faire agir G sur Homgz, (M, N) par g-u = gowuo g~ '; les homomorphismes
G-équivariants de M dans N sont alors les éléments de

Homg (M,N) = (Homg (M, N))“.

1.4 Opérations sur les complexes

Soient M, et N, deux complexes de ZG-modules; on forme le complexe produit tensoriel
en posant :

(M, ®a Ny),, = @ M,®¢N, e dzy)=drey+(-1)’zxdy.
ptg=n

On définit également Homg (M, Ny) : son terme de degré n est le groupe des morphismes de
complexes de degré n de M, dans Ny, c’est-a-dire les familles (f,), ot fp : Np = Npyp, soit
encore :

(Homg (M., Ny)),, = HHomG (Mp, Np+n)
P
On le munit de la dérivation définie par d(f) =do f — (—=1)"fod.

2 CW-complexes

On munit ici tous les groupes de la topologie discréte. Il existe des analogues de la plupart
des résultats présentés ici pour des groupes topologiques; on les trouvera par exemple dans
[Ben)].

2.1 Définitions

On appelle CW-compleze un espace topologique X, muni d'une filtration @ = X! ¢ X° C
Xlc---cX"C---, tel que:

1. les X" recouvrent X ;
2. X™ s’obtient en attachant des boules de dimension n le long de X"~

3. X a la topologie faible : une partie K de X est fermée si, et seulement si, sa trace sur
tous les X™ est fermée.

« Attacher des boules de dimension n le long de X" ! » signifie qu’il existe une
application continue f : Z = [[ B! — X telle que f(Z) C X", f(0Z) C X" 1, et X"
s’obtient en recollant X"~ ! et Z le long de 8Z, autrement dit que X" est la somme
amalgamée de X"~ ! et Z en-dessous de 8Z.Le terme de « CW-complexe » est di &
Whitehead, et signifie « cover finite, weak topology » ; il provient de la remarque que
le bord d’une n-cellule est recouvert par un nombre fini de m-cellules avec m < n.
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On appelle n-cellule de X l'image de 'une des boules ouvertes B*. X" est appelé le n-
squelette de X. X est dit de type fini s’il a un nombre fini de n-cellules pour tout n, et fini s’il
a un nombre fini de cellules. Si X et Y sont deux CW-complexes, une application f: X - Y
est dite cellulaire si, pour tout n, f(X™) C Y™

Exemples, autres que ’exemple trivial du point :

1. tout complexe simplicial est un CW-complexe ;

2. pour tout n, la sphére §™ est un CW-complexe fini; leur réunion croissante S°°, munie
de la topologie faible (les fermés sont les parties de S dont la trace sur 8™ est fermée
pour tout n), est un CW-complexe, qui n’est plus que de type fini.

On notera que le produit de deux CW-complexes n’est en général pas un CW-complexe
(il n’est pas muni de la topologie faible); c’est néanmoins le cas dés que 'un des deux CW-
complexes est fini.

2.2 Homologie

On peut définir de fagon combinatoire 'homologie d'un CW-complexe : on pose
Cn(X) = Hy(X",X"71) = EB 7.
n-cellules

On considére les applications Cp(X) — Cp_1(X) données comme dérivations 0 par la suite
exacte longue du triplet X®~2 C X™"~! C X™. On remarque aussi que choisir des générateurs
de C,(X) revient a orienter les n-cellules, ce qui permet de définir ces dérivations de fagon
géométrique.

On admet le résultat suivant :
PROPOSITION — L’homologie du complexe C,(X) est canoniquement isomorphe & I’homo-
logie singuliére de X. On en déduit le méme résultat sur la cohomologie et ’homologie a

coefficients en appliquant Hom et ®.

2.3 Propriétés importantes

Le résultat important sur les CW-complexes, qu’on admettra, est le suivant :

LEMME D’APPROXIMATION CELLULAIRE — Toute application continue entre deux CW-
complexes est homotope & une application cellulaire.

On en déduit la proposition suivante :

PROPOSITION — Si X etY sont des CW-complexes et si f : X — Y induit des isomorphismes
sur les groupes d’homotopie, alors f est une équivalence d’homotopie. En particulier, un CW-
complexe dont I’homotopie est triviale est contractile.

Idée de preuve : on peut, d’aprés le lemme d’approximation cellulaire, supposer que f
est cellulaire. On note I le segment [0, 1], et ¢; 'injection de X dans X x I définie par
x + (z,t). On définit alors le cylindre de f par :

M;=(XxI)OxY pour i; : X — X x I.
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f étant cellulaire, My est un CW-complexe. L’inclusion Y <+ M est une équivalence
d’homotopie, d’oli une suite exacte longue :

> Tt (M, X, ) — 10 (X, @) —2 10 (Mg, 3) = 700 (Y, £ () — 70 (M, X, ) — -

Ceci montre que 7, (M, X,z) = 0 pour tout n. Soit g l'identité de My : alors, par
récurrence, ¢| My est homotope & une application d’image incluse dans X (’obstruction
est dans m,(My,X), qui est nul). Ceci montre que My se rétracte sur X, d'ou le
résultat.

2.4 Revétements galoisiens

Soit p : Y — X un revétement ; son groupe des automorphismes est
Autp = {O’:YL)Y, poa'zp}.

Il agit librement sur la fibre de p dés que Y est connexe; le revétement p est dit galoisien
lorsque les deux espaces X et Y sont connexes et que Aut p agit transitivement sur la fibre de
p. Dans ce cas, le groupe des automorphismes de p, encore appelé groupe de Galois de p, est
isomorphe au quotient du groupe fondamental de X par celui de Y, un isomorphisme étant
donné par le choix d’un point de Y.

Si X,Y, Z sont trois espaces topologiques et si f: X — Z et g: Y — Z sont deux applica-
tions continues, on appelle produit fibré de X et Y au-dessus de Z ’espace topologique (fermé
de X xY):

X xzY = {(z,y) € X XY, f(z) = g(y)}-

Il vérifie la propriété universelle suivante : pour tout espace topologique T, se donner une
application continue T'— X Xz Y revient & se donner deux applications continues uw : T'— X
et v:T =Y tellesque fou=gouw.

Si E 25 B est un revétement galoisien et si f : B' — B alors le produit fibré Ef de B' et
E est un revétement galoisien :

lf*(p) li’
f

B'—B
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On dit qu’un espace topologique X est paracompact si I’on peut y construire des partitions
de 'unité. Par exemple, tout espace compact est paracompact ; tout CW-complexe est para-
compact [LW]. On va voir que, si B’ est paracompact, alors le revétement galoisien E; — B’
ne dépend que de la classe d’homotopie de f. Soient en effet f,g : B’ — B homotopes et
h : B' x I — B une homotopie de f & g; on note F le produit fibré de E et B’ x I au-dessus
de B :

Ef F E

N

B’—0>B'x1h—>B

Ey et E, sont donc les sections au-dessus de 0 et 1 de F = E x g B' x I'; B' étant paracompact,
on peut relever des trivialisations locales de F' en un isomorphisme E; ~ F,.
On en déduit que, si B est contractile, tous les revétements galoisiens de B sont triviaux.

2.5 Espaces d’Eilenberg-Mac Lane

Soit I' un groupe. On appelle espace d’Eilenberg-Mac Lane K(I';n) un CW-complexe
(pointé) X dont le seul groupe d’homotopie non nul est m,(X), qui est égal a I'. En parti-
culier, X est un K(G,1) si, et seulement si, m1(X) = G et si le revétement universel de X
est contractile; dans ce cas, ce revétement est galoisien de groupe G, et Cy(X) — Z est une
ZG-résolution libre de Z. Il revient au méme de dire que X est un espace K(G,1) et de dire
qu’il existe un espace contractile X sur lequel G agit discontintiment et librement, tel que
X =X/G.

Nous aurons également besoin d’une approximation des espaces K(G,1) : on notera ici
K, (G,1) un espace topologique X tel que m1(X) = G et m;(X) =0 pour 1 <7 < n.

1. Par exemple, on vérifie aisément que S' est un K(Z,1). Plus généralement, si S est un
ensemble quelconque, soit X = \/g S! un bouquet de cercles indexé par S, c’est-a-dire
des cercles attachés en un point. Alors X est un K(FS,1) : en effet, m (X) = FS, et le
revétement universel de X est un arbre, qui est donc contractile.

2. Soit Y le tore R /Z" : alors m1(Y) = Z™, et le revétement universel de Y est R”, qui est
contractile. Y est donc un K(Z",1).

3. Un peu plus compliqué : soit X = RP°, la limite croissante des espaces projectifs réels
RP", munie de la topologie faible. §" étant le revétement universel de RP", S est le
revétement universel de RP*°.

Pour montrer que §* est contractile, considérons un compact K de §°, et montrons par
I’absurde que K est inclus dans I'une des sphéres 8™. Si ce n’était pas le cas, on pourrait
exhiber une suite (z,,) de points de K tels que z, € S™; la trace de tout sous-ensemble
des valeurs de cette suite sur une sphére S™ étant finie et donc fermée, ’ensemble des
valeurs de la suite est fermé et discret. K étant compact, (z,,) est stationnaire, ce qui est
absurde.

Les sphéres S' étant compactes, Iimage continue d’une sphére S* dans S® est contenue
d’aprés ce qui précéde dans une sphére S™, et peut donc étre contractée & l'intérieur
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d’une sphére un peu plus grande, ce qui montre que ’homotopie de S est triviale, et
donc que S est contractile.

Par conséquent, RP* est un K(Z/2Z,1).

4. Soient g un entier supérieur & un et G le groupe a 2g générateurs a1, ..., a4, b1,...,by et &
une relation [] [a;, b;] = 1, ol [a;, b;] est le commutateur a;b;a, lb; L Alors G est le groupe
fondamental de la surface orientable de genre g, qu'on note Y. Le revétement universel
de Y étant le plan hyperbolique pavé par des polygones a 4g cotés, il est contractile,
donc Y est un K(G,1).

5. Soit L le sous-groupe de Lie réel de GL,(R) des matrices de la forme

1 *
0 1
et soit G le sous-groupe discret de L constitué des matrices & coefficients dans Z. L est
homéomorphe a R? pour d = n(n — 1)/2, et donc contractile, et puisque G est un sous-

groupe discret de L, L — L/G est un revétement galoisien de groupe G. Par conséquent,
la variété L/G est un K(G,1).

6. Soit L le groupe de Lie réel GL,(R) ; soit G un sous-groupe discret sans torsion de L. Le
raisonnement précédent ne s’applique plus puisque G n’est plus contractile. Par contre,
G a une unique classe de conjugaison de sous-groupes compacts maximaux ; soit K ['un
d’entre eux, par exemple K = O, (R). L’action de L sur le quotient X = L/G est propre,
c’est-a-dire que, pour tout compact C de X, le sous-ensemble de L des g tels que gC
rencontre C est compact. Par conséquent, si z est un point de X, alors son stabilisateur
est fini, et il existe un voisinage de X disjoint de toutes ses images par G ; on en déduit
que X — X/G est un revétement galoisien de groupe G. X s’identifie canoniquement
4 Pensemble des formes quadratiques définies positives sur R™ ; il est convexe, et donc
contractile. Par conséquent, X/G est un K(G,1).

Ceci se généralise & un groupe de Lie L et un sous-groupe discret sans torsion G quel-
conques. Le seul point non élémentaire est le fait que X soit contractile; on en trouvera
par exemple une démonstration dans [Hoch].

2.6 Construction du K(G,1)
On se propose de démontrer la proposition suivante :
PROPOSITION - Soit G un groupe; il existe un espace d’Eilenberg-Mac Lane K(G,1).

L’espace K(G,1) ainsi construit est, d’aprés le résultat admis plus haut, unique & homotopie
pres.

On commence par construire un CW-complexe pointé X de groupe fondamental G. Soient
S une partie génératrice de Get 1 - R — FS — G — 1 une présentation de G par générateurs
et relations (G n’a besoin d’étre ni de présentation finie ni méme de type fini pour que cette
construction soit valide); on définit X° comme un point z, et X! comme un bouquet de
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cercles indexé par S, attachés en z; alors my (X 1) = FS. Soit X! le revétement universel de
X' c’est ’arbre du groupe libre FS. On pose Y! = Xl/R. Alors mq (Yl) = R, et le groupe des
automorphismes de Y! — X! est F//R = G. On rend Y'! simplement connexe en lui attachant
des 2-cellules le long de générateurs de R : on obtient ainsi un CW-complexe Y2, qui est
simplement connexe. On note X? la somme amalgamée de X' et Y2 au-dessous de Y'! : elle
est obtenue en attachant des 2-cellules & X! le long de générateurs de R, et Y? — X2 est un
revétement, qui est simplement connexe; on a donc m (X 2) = Aut (Y2 - X 2). Or la fibre
de Y? — X2 est la méme que celle de Y — X!, soit F/R = G; on a donc : 7r1(X2) =G,
c’est-a-dire que X2 est un K{(G,1).

X

|

FS| yl——=Y2

ok

XO(_> Xl _>X2

Supposons que X° C --- C X" soit un K,, 1(G, 1), et montrons que 1’on peut attacher des
(n + 1)-cellules & X™ pour obtenir un K, (G, 1). Les éléments de 7,(X™) sont des classes d’ho-
motopie d’applications S™ — X™ ; on attache des (n + 1)-cellules & X" le long de générateurs
de m,(X™) pour obtenir X" 1. On vérifie alors que m, (X" 1) = 0.

On a ainsi construit un K,(G,1) pour tout n; on note X leur réunion croissante, munie
de la topologie faible. C’est un CW-complexe, et on vient de montrer que c’est un K(G,1).

2.7 Classifiant ; construction de Milnor

On appelle classifiant d’un groupe G un revétement galoisien EG — B(G tel que le produit
fibré fournisse, pour tout B paracompact, une bijection des classes d’homotopie d’applications
B — BG vers les revétements galoisiens de groupe G de B. Un tel espace, s’il existe, est par
conséquent unique & équivalence d’homotopie prés.

Soit G un groupe; on va construire un classifiant BG de G. Si X et Y sont deux espaces
topologiques, on définit leur jonction X xY comme le quotient de X x Y x I par les relations
(z,y,1) ~ (2',y,1) et (z,y,0) ~ (z,%',0). On a deux applications canoniques X — X xY,z —
(z,9,0) et Y > X x Y,y — (z,y,1); cela permet de définir l'espace £ = Gx G *--- (ou G
est muni de la topologie discréte), muni de la topologie faible. E s’identifie & ’ensemble des
suites (t;gi), ou les ¢; sont des éléments de I presque tous nuls et de somme 1 et ou g; € G,
deux tels éléments étant identifiés si ¢; = ¢, et si g; = ¢, dés que ¢; est non nul. On fait agir G
a gauche sur E par multiplication sur chaque composante, et on appelle B le quotient E/G.
Un argument de partition de l'unité sur des ouverts trivialisant £ — B [Mill| montre que tout
revétement galoisien E’ sur une base paracompacte B provient d’une application & valeurs
dans E commutant & ’action de G, et donc d’une application f : B’ — B.

En ne gardant dans E que les facteurs d’indices pairs ou impairs, on construit deux in-
jections jg,71 : E — E, et h(t,z) = tji(z) + (1 — t)jo(z) est une homotopie de jy & j;. Si
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fo,fi : B'— B induisent le méme revétement p’ = fip = fip de B’', notons fo et fi les
applications obtenues par produit fibré avec p, ¢’est-a-dire en relevant fg et f; & E' :

L’application h : E' x I définie par h(z,t) = tig (ﬁ)(m)) + (1 —1)iy (fl(m)) est alors une
homotopie :

E—%ExI<—F

o, kb

E E E

0 1

h commutant & G, on obtient ainsi une homotopie h de fy & fi, ce qui prouve le résultat
suivant :

PROPOSITION — FE — B est un classifiant de G ; on le note EG — BG.

EG est naturellement un CW-complexe ; par compacité, ’image continue d’une sphére ™
est contenue dans un jonction finie G % - -+ x G, et est donc homotopiquement triviale dans une
jonction un peu plus grande. EG n’a donc pas d’homotopie, ce qui prouve qu’il est contractile;
par conséquent :

PROPOSITION - BG est un espace K(G,1).

L’avantage de cette construction sur la construction précédente est qu’elle est évidemment
fonctorielle en G. Cette fonctorialité peut également s’interpréter de la facon suivante : soient
p : G — G' un morphisme de groupes, EG — BG et EG' — BG' des classifiants de G et G'.
Alors E = EG x EG' est contractile, et muni d’une action (diagonale via p) de G qui est
discontinue et libre; son quotient B = E/G est donc un K(G,1), et les deux projections de
E vers EG et EG' commutent a I'action de G et passent donc aux quotients. La projection
B — BG induit I’identité sur le groupe fondamental. C’est donc une équivalence d’homotopie;
elle admet une section, & homotopie prés, BG — B. Bp est alors la classe d’homotopie de la
fleche composée BG — BG'.

EG<—E =EG x EG' —= EG'

| | |

BG B=E/G BG'

<. T -

7
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3 Homologie des groupes

3.1 Résolutions

Soient G un groupe et M un G-module ; une résolution projective de M est une suite exacte
de G-modules :

e — Fp— s — | — Fy— M —0,

ou les F; sont des Z(G-modules projectifs. La résolution est dite libre si tous les F; sont des
Z(G-modules libres. La longueur d’une telle résolution est par définition la borne supérieure
des n tels que Fj, # 0. Exemples :

1. si M est un G-module libre, il admet la résolution, de longueur nulle, 0 > M - M — 0;

2. 8i G =7, M = Z, alors, 'idéal d’augmentation étant 1’idéal engendré par T' — 1 dans
I’anneau ZG = Z [T, Tfl], on a une résolution de longueur un : 0 - ZG 2Tl 76 5

Z—0;

3. 81 G =7Z/nZ, M = Z, on a une résolution infinie : --- = ZG Mozeg =5 26
ZG Y% 72G < Z 0,00 N = 1+---+T" 1. Tl nexiste en fait pas de Z /nZ-résolution
finie de Z.

PROPOSITION — Soit G un groupe; il existe une ZG-résolution libre--- — F, — - - Fy > 7Z — 0
de Z. On construit explicitement cette résolution : on définit F,, comme la représenta-

tion obtenue en linéarisant le G-ensemble G™! (sous l'action diagonale de G, c’est-a-dire
h-(g1,---,9n) = (hg1,---,hgn)). En d’autres termes, F,, est le Z-module libre sur les (go, - . ., gn)
ol g; € G. On remarque que F,, est un ZG-module libre dont une base est donnée par les
(1,91,9192, --- ,91---9n) POUT (g1,--.,9n) € G™; on note [gi1|...|gn] ces vecteurs de base.
Pour tout n et pour 2 =0,...,n, soit d; : F,,41 — F,, définie par :

di(go;---19n) = (90,---7Gi>- -+, 9n);

soit encore :

gilgz|- - |gn] sii=0,
di([g1]---1gn]) = Qlg1]|---[gi-1|9:9i+1|9i42]---|gn] s10<i<m,
[g2] - - - |gn—1] sii=n.

On pose alors 0 = ) (—1)idi ; le morphisme de Fy = ZG dans Z est le morphisme d’augmen-
tation e. L’exactitude de la suite des Fj, est laissée en exercice. Cette résolution est appelée
la résolution libre standard de Z. Les formules pour les premiéres dérivations sont : 9] ] = 1,

dlg] = (¢ — 1)[], 9lg|h] = glh] — [gh] +[g] - ..
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3.2 Homologie

Soient G un groupe et F' — Z une ZG-résolution projective de Z. On définit I’homologie
du groupe G par :

H,(G) = H.(Fg).

Fg désigne ici le complexe obtenu & partir de la résolution F' en prenant les coinvariants
sous l'action de @G, c’est-a-dire en tensorisant par Z. Le produit tensoriel n’étant pas exact,
on n’obtient plus une suite exacte mais seulement un complexe. Le foncteur H, est donc le
foncteur dérivé a gauche de —¢ = —®¢Z, soit encore : H,(G) = Tor’ (Z,Z). Comme toujours,
I’homologie ne dépend pas de la résolution choisie.

Quelques exemples :

1. si G = Z, on a la suite exacte 0 — ZG i Ny e /BN 0; 'homologie du groupe Z est
donc celle du complexe 0 — Z NG/ 0, d’ou :

Z sii=0oul,
Hi(Z) = .
0 sii>2;
2. si G = Z/nZ, ’homologie de G est celle du complexe --- — Z LN/ N AN/ AN
Z — 0, soit :
Z si1 =0,
Hi(Z/nZ) = { Z/nZ sii est impair,
0 sii > 2 est pair.

3.3 Interprétation topologique

On appelle G-complexe un CW-complexe X muni d’une action de G qui permute les cellules.
Dans ce cas, G agit sur les chaines C,(X,Z). X est dit libre si G agit librement sur les cellules;
dans ce cas, Cp,(X) est un ZG-module libre, dont une base est formée par un systéme de
représentants des cellules (orientées) sous ’action de G.

Soit p : Y — X un revétement galoisien; on suppose que X est un CW-complexe. Y est
alors naturellement muni d’une structure de CW-complexe, les cellules de Y au-dessus d’une
cellule e de X étant les composantes connexes de p !(e). Y est alors un G-complexe libre;
Cn(Y) est donc un ZG-module libre, dont une base est formée par les cellules de X, et par
conséquent Cyp(Y') s'identifie canoniquement a Cy,(X).

Si Y est contractile (ce qui revient, puisque Y est un CW-complexe, a exiger que tous les
groupes d’homotopie de Y s’annulent), alors son homologie est celle du point, et C,(Y) — Z
est par conséquent une ZG-résolution libre de Z. Cela revient a dire que X est un K(G,1),
d’ot, puisque Cp(X) = Cp(Y)g -

H,(G) = H(K(G,1)).
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1. Ainsi, puisque RP* est un K(Z/27Z,1), son homologie est celle de Z /27, soit 0 en degré
pair supérieur & deux, Z/2Z en degré impair, et Z en degré 0.

2. De méme, puisque le tore R"/Z™ est un K(Z", 1), 'homologie de Z" est donnée par

Hi(Z") = \"Z.
3. Si G est le groupe libre FS, alors le bouquet de cercles \/¢ S est un K(G,1). Par
conséquent :
z sii=0,
Hi(FS)=(ZS=FSa sii=1,
0 si1 > 2.

Les 1-cellules du revétement universel de \/g S!, c’est-a-dire du graphe de FS sont en
bijection avec FS x S : le graphe étant orienté, toute 1-cellule s’écrit (g, gs) pour g € FS
et s € §. Les 0-cellules étant simplement les éléments de F.S, la ZJF S-résolution libre de
Z donnée par le graphe de FS est donc :

0— ZFSS) sl o yre €740,

4 Homologie et cohomologie avec coefficients

4.1 Homologie

Soit M un G-module; si F, est une ZG-résolution projective de Z, alors F, ® g M est
un complexe de ZG-modules. On appelle groupes d’homologie de G a coefficients dans M les
groupes d’homologie de ce complexe; on les note H;(G, M) ou encore Tor{" (Z,M). Ils ne
dépendent pas de la résolution Fj choisie. Dans le cas ot M = Z, puisque Ng = N ®g Z, on
retrouve I’homologie de G.

Puisque H, est un foncteur Tor, si 0 = M’ — M — M" — 0 est une suite exacte courte de
G-modules, on a une suite exacte longue correspondante en homologie :

- — H,(G,M") — H,(G,M) — H,(G,M") — H,_1(G,M") — ---

Le produit tensoriel étant exact a droite, on a Ho(G,M) = M ®¢ Z = Mg.

4.2 Cohomologie

De méme, Hom(F, M) est un complexe de ZG-modules en degrés négatifs ; on le considére
encore comme un complexe en cohomologie en renversant les indices, et on pose H*(G, M) =
H_;(Hom(F, M)) = Ext%, (Z, M); on les appelle groupes de cohomologie de G a coefficients
dans M.

La encore, si 0 - M’ — M — M" — 0 est une suite exacte courte de G-modules, on a une
suite exacte longue :

- — H"(G,M') — H"(G,M) — H" (G, M") — H"t'(G,M") — ---
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Hom étant exact a gauche, il vient H(G, M) = Homg (Z, M) = MY.

On peut expliciter le début du complexe de cohomologie & coefficients dans M provenant
de la résolution canonique : pour tout n, puisque Fj, est la somme directe de G™ copies de
Z.G, Homg (F;,, M) s’identifie canoniquement & I’ensemble des fonctions de G™ dans M, et la
dérivation est, au signe pres, »_ (—1)"d}, ou

dai f — [(gla"'agn-i—l)Hglf(QQa"'agn+1)]
di: f — [(g1s---39n41) = f(91,- -1 9iGit15 -+ s Gny1)]

En notant F(X,Y) I’ensemble des applications de X dans Y, que j’aurais souhaité noter YX,
mais cela aurait prété a confusion avec M, le début du complexe est maintenant :

0— M — F(G,M)— F(G* M) — -+,
ol les dérivations successives sont, au signe prés :

o : M — F(G,M)
T — [g+— gz — 1],
8y: F(G,M) — F(G* M)
[ [(g,h) = f(gh) —gf(h) — f(9)]

On reconnait ici les 1-cocycles et 1-cobords auxquels nous sommes habitués.

4.3 Interprétations topologiques

Si X est un K (G, 1), pointé par z, on a vu que Cy, (Y) — Z est une résolution libre de Z ; si
M est un groupe abélien, il est immédiat & partir des définitions que, pour l'action triviale de
G sur M, 'homologie et la cohomologie de G & coefficients dans M s’identifient & I’homologie
et & la cohomologie singuliére de X a coefficients dans M :

H,(G,M) = H(X,M) et H*G,M) = H*(X,M).

Si maintenant M n’est plus muni de ’action triviale, il faut élargir un peu la définition
ci-dessus et considérer des faisceaux sur X. Le revétement universel Y de X est contractile, et
muni d’une action discontinue et libre de G ; en outre X s’identifie canoniquement au quotient
Y/G. Si M est un G-module, on note E le fibré sur X défini par E = (Y X M)/G et M le
faisceau des sections de E. C’est un faisceau de groupes abéliens localement constant sur X ;
on appelle un tel objet un systéme local. Sa fibre en z est M ; on obtient ainsi une équivalence
de catégories entre les G-modules et les systémes locaux sur X, dont le foncteur inverse est le
foncteur fibre en z, muni de ’action du groupe fondamental définie par recollement d’ouverts
trivialisants :

G —Mod +<+— Loc(X)
M — M
Fg — F

Cette équivalence de catégories est encore valable sans supposer que Y est contractile.
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Puisque le G-module Z correspond sous cette équivalence de catégories au faisceau constant
Z, le foncteur —g = Hom (Z,—) des G-invariants des G-modules vers les groupes abéliens
correspond sous cette équivalence de catégories au foncteur I'(X, —) = Hom (Z, —) des sections
globales des systémes locaux sur X :

G — Mod Loc (X) .
x A_)
Mod

Ceci permet d’identifier les foncteurs dérivés & droite de ces deux foncteurs, soit :
HYG,M) = Extl_,; 4(Z,M) = EXtioc(X) (Z,M).

Il ne reste plus, pour identifier les groupes de cohomologie de G & coefficients dans M avec
ceux du faisceau M sur X, qu’a montrer que le foncteur dérivée RI'(X, —) calculé dans Loc (X)
est le méme que le foncteur dérivé dans la catégorie Ab (X) de tous les faisceaux (de groupes
abéliens) sur X ; on renverra pour cela le lecteur a [Groth]|. Il vient finalement, sous I’équivalence
de catégories précédente :

HYG,—) = HY(X,-).

4.4 Exemples
1. Soit par exemple G = Z; alors ZG = 7Z [T, Tfl], et on a la résolution projective

0—76G 726 57 —0.

Si M est un G-module, on en déduit respectivement M T M—s0et0oM L M ,
d’otl1 les seuls groupes d’homologie et de cohomologie non nuls de Z :

Hy(Z,M)=HYZ,M)= Mg et HZ,M)=H(Z,M)= MC.
2. Soit G = FS'; on a obtenu par une méthode topologique la résolution libre

0— ZFSES) sl y7rg €7 0.

En appliquant — ®z¢ M et Homzg (—, M), on obtient les complexes :

zes—(s—1)z z— (s (s—1)x)

0— MO M-—0 e 0—M » M5 — 0.

3. Soit maintenant G = Z/nZ; on note ZG = Z[T]/(T" — 1), et N=1+---+T" ! € ZG.
Si M est un G-module, on peut considérer N comme un endomorphisme de M ; alors N
est & valeurs dans M et se factorise par M, d’oil une application N : Mg — M%. On

a une résolution libre de Z :

72020 X e g — 72— 0
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Apreés application de — @ ¢ M ou de Homg (—, M), cette suite devient respectivement :

M=o Y = —o

0— M —"opm Moy Ty

Ceci donne :

Mg sii =0,
Hi(Z/nZ,M)= < coker N = MY /NG si 4 est impair,
ker N = ker N /(T —1)M si i est pair, i > 2,
et
M€ sii=0,
HY(Z/nZ,M) = ker N = ker N /(T —1)M si i est impair,
coker N = MY /NG si 4 est pair, 7 > 2.
Il existe une fagon de modifier la définition de la cohomologie des groupes pour avoir

des groupes d’homologie et de cohomologie 2-périodiques pour un groupe cyclique; on
renverra pour cela au huitiéme chapitre de [Serre].

Bibliographie

Pour cet exposé, on pourra consulter [Brown|, [Ben|, [LW], [Hoch|, [Mill], [Groth], [Serre],

[Mil2].
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Introduction aux foncteurs dérivés

Joél Riou

Le but de cet exposé est de donner une construction des foncteurs dérivés d’un foncteur
entre deux catégories abéliennes. Cette construction généralise d’autres théories cohomolo-
giques comme celles des groupes ou des faisceaux. Nous n’utiliserons pas ici le langage des
catégories dérivées qui donnent un “formalisme de ’hyperhomologie” [Ver].

AVERTISSEMENT - Cet exposé est plus difficile d’accés que les autres exposés du groupe
de travail ; il nécessite une certaine habitude de I’algébre homologique. Son but est de poser le
cadre abstrait nécessaire & une vision unifiée d’autres théories cohomologiques.

1 Catégories abéliennes

Le formalisme des foncteurs dérivés s’étendant naturellement & d’autres catégories que
celle des modules sur un anneau, il convient d’introduire les catégories abéliennes pour donner
suffisamment de généralité aux constructions qui vont suivre.

DEFINITION 1 — Une catégorie C est dite additive si et seulement si
— Pour tous objets X, Y, I'ensemble Hom¢ (X,Y) est muni d’une structure de groupe
abélien.
— Pour tous objets X, Y, Z, la loi de composition Home (Y, Z) xHome (X,Y) — Home (X, Z)
est bilinéaire.
— Les produits finis et les sommes directes finies existent dans C.

EXERCICE — Démontrer que, étant donnée une catégorie C, il existe au plus une structure de
catégorie additive sur C, c’est-a-dire que, dans une catégorie additive C, la structure de groupe
abélien sur les Hom¢ est “canonique”.

DEFINITION 2 — Soit f: X — Y un morphisme dans une catégorie additive C. Les objets
suivants, s’ils existent, sont définis 4 isomorphisme canonique pres :

— Le noyau ker f de X — Y est la donnée d’un morphisme ker f — X tel que la
composée ker f — X — Y soit nulle, satisfaisant la propriété universelle suivante :
pour tout morphisme Z — X tel que la composée Z —» X — Y soit nulle, il existe
un unique morphisme Z — ker f tel que le morphisme Z — X soit le composé de
Z — ker f avec ker f — X.
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— Le conoyau coker f de X — Y est la donnée d’un morphisme Y — coker f tel que la
composée X — Y — coker f soit nulle, satisfaisant la propriété universelle suivante :
pour tout morphisme Y — Z tel que la composée X — Y — Z soit nulle, il existe
un unique morphisme coker f — Z tel que le morphisme Y — Z soit le composé de
Y — coker f avec coker f — Z.

— L’image im f de X — Y est le noyau de Y — coker f.

— La coimage coim f de X — Y est le conoyau de ker f — X.

LEMME 1 - Soit f: X — Y un morphisme dans une catégorie additive C, dont le noyau,
le conoyau, I'image et la coimage existent.
Alors il existe un diagramme commutatif canonique :

ker f¢ x—L -y coker f
N
coim f - im f

DEMONSTRATION — Le morphisme X — Y devient nul quand on le compose avec Y —»
coker f, donc par définition de im f, on a un morphisme X — im f. La fleche ker f —
X — im f — Y est nulle par définition de ker f, de plus, par définition im f — Y est un
monomorphisme, donc ker f — im f est nulle, donc par définition de coim f, le morphisme
X — im f se factorise pour donner un morphisme coim f — im f. O

DEFINITION 3 - Une catégorie additive C est une catégorie abélienne si et seulement si
— Tout morphisme dans C posséde un noyau et un conoyau
— Pour tout morphisme f : X — Y, le morphisme canonique coim f — im f est un
isomorphisme.

REMARQUE — Une catégorie additive C est abélienne si et seulement si sa catégorie opposée
C°? est abélienne.

DEFINITION 4 — Soit C une catégorie abélienne, une suite de morphismes de C de la forme

M’ L> M g M!" est exacte si et seulement si
- go f =0

— L’application canonique im f — ker g qui s’en déduit est un isomorphisme.

EXEMPLE — Si A est un anneau (non nécessairement commutatif), la catégorie des A-modules
a gauche est une catégorie abélienne.

ExEMPLE - Si (X,Ox) est un espace annelé, la catégorie des faisceaux (ainsi que celle des
préfaisceaux) de Ox-Modules sur X est une catégorie abélienne.

EXEMPLE - Si X est un schéma, la catégorie des Ox-Modules quasi-cohérents est une
catégorie abélienne.

EXEMPLE — Si G est un groupe, la catégorie des G-modules est une catégorie abélienne.
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2 Foncteurs dérivés

2.1 Contexte

AVERTISSEMENT - Dans cette partie, toutes les catégories sont supposées abéliennes. De
plus, les foncteurs sont supposés additifs (i.e. ils induisent des morphismes de groupes sur les
Hom).
Il s’agit ici de présenter la construction des foncteurs dérivés RIF (resp. LyF)d’un foncteur
F entre deux catégories abéliennes, et non de construire le foncteur dérivé total RF (resp.
LF) d’un tel foncteur, qui lui se définit au niveau des catégories dérivées...

EXERCICE — Soit F' un foncteur entre catégories abéliennes, montrer que F' commute aux
sommes directes finies, c’est-a-dire que F' transforme suites exactes scindées en suites exactes
scindées.

Néanmoins, toutes les suites exactes ne sont pas scindées, d’ou 'introduction de toutes les
notions qui vont suivre.
On dit qu’un foncteur covariant F' est exact a gauche s’il transforme une suite exacte

0 A B C en une suite exacte ) —— F(A) — F(B) ——= F(C) .
On dit qu'un foncteur covariant F' est exact & droite s’il transforme une suite exacte
A B C 0 en une suite exacte F(A) —— F(B) —— F(C) ——=0.

On dira qu’il est exact s’il est exact a gauche et exact & droite, ce qui est équivalent a dire
qu’il transforme toute suite exacte A — B — C en une suite exacte F(A) —— F(B) — F(C),
ce qui implique que pour tout complexe Cy, on a un isomorphisme canonique H,(F(Cy)) =
F(H,(C,)).

On adopte la convention suivante : si F' est un foncteur contravariant C ~» D, on dit que
F est exact (resp. exact & gauche, exact & droite) si et seulement si le foncteur covariant
correspondant C? ~» D est exact (resp. exact a gauche, exact a droite), ou C°? désigne la
catégorie opposée a C.

Si F' est un bifoncteur, on dit que F' est additif si pour tous objets X et Y, les foncteurs
d’une variable F(X,—) et F(—,Y) sont additifs. On définit de méme les bifoncteurs exacts,
exacts & gauche, exacts & droite (en appliquant la convention précédente pour les questions de
variance).

LEMME 2 - Dans toute catégorie abélienne C, le bifoncteur Home (—,—) de C°? x C vers les
Z-modules est exact a gauche.

DEFINITION 5 — Soit X un objet dans une catégorie abélienne C, X est projectif si et
seulement si le foncteur covariant Home (X, —) de la catégorie C vers celle des Z-modules est
exact & droite (donc exact). On dit que X est injectif si et seulement si le foncteur contravariant
Hom¢ (—, X) est exact a droite (donc exact).

DEFINITION 6 — Une catégorie abélienne C posséde assez de projectifs si et seulement si
tout objet de C est un quotient d’un objet projectif. Une catégorie abélienne C posséde assez
d’injectifs si et seulement si tout objet de C est un sous-objet d’un objet injectif.
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THEOREME 1 — Soit A un anneau (non nécessairement commutatif), alors la catégorie des
A-modules 4 gauche posséde assez de projectifs et assez d’injectifs.

DEMONSTRATION — La proposition concernant les projectifs est évidente, car tout module
est quotient d’un module libre, et un module libre est projectif.
Pour les injectifs, montrons tout d’abord que l'on peut se réduire au cas A = Z. Soit M

un A-module & gauche, soit M SN I un morphisme de groupes abéliens avec I injectif. On
munit Homg, (A, I) d’une structure de module a gauche en posant pour tout ¢ € Homy (A, I) et
A€eEA:Yae A (Ap)(a) = p(a)). Pour tout A-module a gauche N, Homy (N,Homy, (A,1)) =
Homyz (A®4 N,I) = Homy (N, I), en munissant A de sa structure canonique de module a
droite sur A, donc Homy, (A, 1) est un A-module & gauche injectif.

On définit ¢ : M — Homg (A, I), en posant ¥(m)(a) = f(am) pour tous m € M et
a € A. 1 est clairement injectif, dou le résultat.

On peut donc supposer A = Z. On considére le morphisme a : M — (Q/ Z)HomZ (MQ/Z)
(induit par I’évaluation). On peut montrer que ((@/Z)HOmZ (MQ/Z) ogt injectif, en procédant
exactement comme dans le lemme 5. Il reste & montrer que « est injectif, ce qui n’est pas trés
difficile, compte tenu de l'injectivité de Q/Z. O

EXERCICE - Montrer que la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur un espace topo-
logique posséde suffisamment d’objets injectifs.

2.2 Résolutions

Soit C une catégorie abélienne.

DEFINITION 7 — On appelle résolution homologique d’un objet X de C, une suite exacte de
la forme :

P, P Py X 0

Cette résolution est dite projective si pour tout ¢ € N, P; est un objet projectif.
On appelle résolution cohomologique d’un objet X de C, une suite exacte de la forme :

0 X IO Il IZ

Cette résolution est dite injective si pour tout i € N, I* est un objet injectif.

REMARQUE - Si on a une résolution homologique de X notée P,, quand on parlera du com-
plexe P, celui-ci désignera le complexe - - - 0 I P P -+, quiest
muni d’un morphisme vers le complexe X (au sens usuel de U'inclusion de C dans la catégorie
des complexes), et de méme pour les résolutions cohomologiques.

THEOREME 2 — SiC posséde assez de projectifs, tout objet posséde une résolution projective.
Si C posséde assez d’injectifs, tout objet posséde une résolution injective.

On suppose maintenant que notre catégorie C posséde assez de projectifs.

THEOREME 3 — Soient Py et Q4 deux complexes gradués par N dans une catégorie abélienne
C. On suppose que pour tout n € N, P, est projectif, et que pour tout n > 0, H,(Qx) = 0.
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Alors, pour tout morphisme ¢ : Hy(P,) — Hy(Qy), il existe un morphisme de complexes,
unique a homotopie prés, P, — @, induisant ¢ sur Hy.

REMARQUE — On a bien entendu un énoncé analogue pour les résolutions injectives, ce qui
peut se démontrer en remarquant que si C est une catégorie abélienne, alors la catégorie op-
posée C°P est aussi une catégorie abélienne, et dans ce contexte, les objets injectifs de C se
correspondent avec les objets projectifs de C°P.

Le fait que ’on puisse relever les morphismes en des morphismes de résolutions projectives
est essentiel, c’est précisément ce qui va permettre de définir de nouveaux foncteurs.

Notons P la sous-catégorie pleine de K(C) (catégorie des complexes dans C gradués par

Vn<0 X,=0
Z, modulo homotopies) définie par P = ¢ X, € K(C), Vn >0 Hp(Xy) =0
Vn X, est projectif

COROLLAIRE — Hy: P ~» C est une équivalence de catégories.

On note R : C ~ P un quasi-inverse de cette équivalence de catégories. Il s’agit donc d’un
foncteur qui & un objet X de C associe une résolution projective de X.

2.3 Construction

-~

DEFINITION 8 (FONCTEURS DERIVES A GAUCHE D’UN FONCTEUR COVARIANT)
— Soit F' un foncteur covariant de C vers une catégorie abélienne D. On note L., F =
H,(F(R(-))) qui est un foncteur de C vers les D-objets gradués par N. On appelle L,F
le n-iéme foncteur dérivé a gauche de F. R(X) étant muni canoniquement d’un morphisme
vers le complexe X, on a un morphisme canonique LyF ~~ F, et ce morphisme est un isomor-
phisme de foncteurs si et seulement si F' est exact a droite.

De plus, si F ~ G est un morphisme de foncteurs, on a des morphismes canoniques de
foncteurs L,F ~~ L,G pour tout n € N.

REMARQUE — On peut aussi définir les foncteurs dérivés a gauche d’un foncteur contravariant,
mais pour cela, on utilise des résolutions injectives, les foncteurs dérivés a droite d’un foncteur
covariant, mais pour cela, on utilise des résolutions injectives, les foncteurs dérivés & droite
d’un foncteur contravariant, mais pour cela, on utilise des résolutions projectives. On note
R*F' les foncteurs dérivés a droite de F.

EXEMPLE — Soit N un A-module & gauche, on note F' le foncteur — ® N, qui est exact &
droite. Dans ce cas, on note L,F = Tor?(—, N). Soit N un A-module a gauche, on note F le
foncteur Homy (—, N) qui est exact 4 gauche. Dans ce cas, on note R,F = Ext’(—,N). On
dit que N est plat si et seulement si — @4 N est exact c’est-a-dire Tor{!(—, N) = 0, c’est-a-dire
Tord(—,N) =0 pour n > 1.

Les foncteurs dérivés sont utiles pour étudier les foncteurs qui ne sont pas exacts (sinon
ces foncteurs dérivés sont évidemment nuls), et leur intérét résulte notamment du théoréme
suivant :
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THEOREME 4 (LONGUE SUITE EXACTE DES FONCTEURS DERIVES) — Soit F' un
foncteur covariant C ~» D.
Soit 0 M! M M" 0 une suite exacte dans C. Alors, il existe une

suite exacte fonctorielle

——> LF(M')—— LiF(M)— LF(M")——

—— LyF(M')—— LyF(M)——> LyF(M")——0

(Si F est exact a droite, on peut remplacer LyF par F'.)

DEMONSTRATION — L’idée est de construire (exercice) une suite exacte

0 Py Py Py 0

ou P,, P, et P/ sont respectivement des résolutions projectives de M, M', et M". Ensuite, la
suite exacte est tout simplement la longue suite exacte homologique de cette suite exacte de
complexes.

Il faut ensuite montrer que la suite exacte ainsi définie ne dépend pas des résolutions
projectives choisies, et qu'un morphisme de suites exactes dans C donne lieu & un morphisme
de suites exactes longues. Pour cela, il suffit de montrer que si I’on a un morphisme de suites
exactes :

0 M’ M M" 0
0 N' N N" 0

et deux suites exactes de résolutions de (M, M', M") et de (N, N', N"'), alors le morphisme de
suite exactes se reléve (exercice plus ardu) en un morphisme de suites exactes de résolutions
projectives...

En appliquant ceci avec M = N, M' = N', M" = N”, on obtient que la suite exacte longue
est indépendante des résolutions, et le cas général implique alors que cette suite exacte bien
définie est effectivement fonctorielle. O

On a bien entendu un analogue du théoréme précédent pour les foncteurs dérivés & droite.

THEOREME 5 (LONGUE SUITE EXACTE DES FONCTEURS DERIVES) - Soit F' un
foncteur covariant C ~» D.
Soit 0 M’ M M" (0 une suite exacte dans C. Alors, il existe une

suite exacte fonctorielle

0—> RP(M) — RF(M)—> R(M") —

— R'F(M')— R'F(M)—— R'(M") ——---

(Si F est exact a gauche, on peut remplacer RF par F.)
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2.4 Bifoncteurs

Si F' est un bifoncteur (covariant en les deux variables) ezact & droite, on peut définir les
foncteurs dérivés a gauche de F(X, —) pour tout objet X, et les foncteurs dérivés a gauche de
F(—,Y). On a le théoréme suivant :

THEOREME 6 — On suppose que pour tout objet projectif P, F'(P,—) est exact, et que pour
tout objet projectif Q, F(—, Q) est exact.

Soient X et Y deux objets, il existe un isomorphisme canonique entre L,F(X,—)(Y) et
L,F(—,Y)(X) pour tout n € N.

Sous ces hypothéses, L,F est un bifoncteur.

DEMONSTRATION — En considérant le bicomplexe obtenu en appliquant le bifoncteur F' &
une résolution projective de X et une résolution projective de Y, on peut construire a la main
des morphismes entre les deux facons de définir de L,F, et on vérifie aussitot qu’ils sont
inverses I'un de 'autre.

En utilisant des suites spectrales, on montre que ’on peut définir L F comme étant 1’ho-
mologie totale de ce bicomplexe, et que les termes limites (qui ici sont situés soit sur une unique
colonne soit sur une unique ligne) des suites spectrales associées aux deux filtrations usuelles
correspondent aux deux définitions précédentes de L, F', d’ou le résultat. [

REMARQUE — On a des énoncés analogues pour des bifoncteurs covariants en une variable et
contravariant en l’autre, ou tout autre combinaison possible...

Ainsi, pour résumer, on peut calculer Tor;;‘(M ,N) en utilisant, au choix, une résolution
projective de M ou une résolution projective de N (on utilise ici le théoréme précédent en
remarquant qu’un module projectif est plat), et on peut calculer Ext”;(M, N) en utilisant, au
choix, une résolution projective de M ou une résolution injective de N.

2.5 Résolutions acycliques

Soit F' : C ~ D un foncteur covariant exact a gauche entre catégories abéliennes, C possé-
dant assez d’injectifs. Pour définir R?F(X), on a utilisé une résolution injective de X, mais
les objects injectifs sont souvent difficile & décrire, bien qu’ils aient le mérite d’exister.

D’aprés le théoréme 3, si J* est une résolution cohomologique de X, on a un morphisme
canonique, pour tout ¢ € N, HY(F(J*)) — RIF(X).

DEFINITION 9 — Soit J un object de C, on dit que J est F-acyclique si et seulement si pour
tout ¢ >0, RIF(J)=0.

On appelle résolution F-acyclique d’un object X une résolution de X ne comprenant que
des objects F-acycliques.

Un complexe est dit F-acyclique s’il ne comprend que des objets F-acycliques.

THEOREME 7 — Soit A* une résolution F-acyclique de X dans C.
Alors, pour tout ¢ > 0, le morphisme canonique H1(F(A*)) — RI1F(X) est un isomor-
phisme.

DEMONSTRATION — Cela découle trés facilement des suites spectrales associées a une réso-
lution de Cartan-Eilenberg du complexe A*...
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Sinon, sans suites spectrales, on procéde par récurrence sur ¢q. Pour ¢ = 0, I'isomorphisme
est dii uniquement & ’exactitude & gauche de F'. Par hypothése de récurrence, on a un iso-
morphisme HI™ (F(A*)) = R?F(A°/X). La suite exacte longue des foncteurs dérivés appli-

quée a la suite exacte courte ( X A0 A° /X —0 donne R‘1F(A0 /X ) =
RITLF(X), d’ot le résultat & condition de vérifier que I'isomorphisme HIT!(F(A*)) = RITIF(X)
est induit par le morphisme annoncé. [

REMARQUE — On obtient sans difficulté des résultats analogues pour des foncteurs contrava-
riants et/ou exacts a droite.

2.6 Foncteurs dérivés et homologie

THEOREME 8 — Soit Cy un complexe de chaines et F' un foncteur additif.
— Si F est covariant, exact a gauche, vérifie R?F = 0 et si C, est F-acyclique, il existe une
suite exacte fonctorielle

0—> R'F(H,1(Cy)) — Hy(F(Cy)) — F(Hy(Cy)) —>0

— Si F est covariant, exact a droite, vérifie LoF = 0 et si C, est F-acyclique, il existe une
suite exacte fonctorielle

0 — F(Hy(Cy)) — Hy(F(Cy)) — LiF(Hg-1(Cy)) —=0

— Si F est contravariant, exact 4 gauche, vérifie R?F =0 et si C, est F-acyclique, il existe
une suite exacte fonctorielle

0 — R'F(Hy-1(Cy)) —= HU(F(Cy)) — F(Hy(Cy)) —=0

— Si F est contravariant, exact 4 droite, vérifie LoF = 0 et si Cy est F-acyclique, il existe
une suite exacte fonctorielle

0_>F(Hq(c*)) — HI(F(Cy)) — LIF(HqH(C*)) —0

DEMONSTRATION — On considére le cas oil F' est covariant et exact a gauche (par exemple
le foncteur considéré dans ’exercice 9.2).

On note By le sous-complexe de C, formé des bords, Z, le sous-complexe de C, formé des
cycles.

Notons Z, = '/ 2 €t B, = C,/Bs. On remarque que B, posséde un opérateur de bord
nul, par conséquent Z. qui en est un quotient aussi.

On a deux suites exactes courtes de complexes, qui donnent lieu & des longues suites exactes
des foncteurs dérivés (degré par degré).

i c, B, 0 0 i, B, Z, 0
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d

0—> FZp1 FC, FB, R'FZ,.,—> R'FC,— RFB,—>0

0 FH, FB, FZ, R'FH,— R'FB,—> R'FZ,—0

Comme C) est F-acyclique, on obtient successivement que RLF B, = 0 pour tout n et que
RIFZ, =0 pour tout n.

Le résultat final s’obtient en transformant en suites exactes courtes la longue suite exacte
d’homologie de la suite exacte courte de complexes suivante (dont les termes extrémaux ont
des opérateurs de bord nuls) :

0——> F(Z*[H]) 4 L RC,) — F(B*) —0

O

REMARQUE — Pour démontrer les autres cas, soit on procéde comme ci-dessus, soit au lieu
de considérer Z* et B*, on considére les suites exactes faisant intervenir Z, et B,. Pour le cas
ci-dessus, on pourrait également utiliser directement Z, et By, mais la démonstration serait
nettement plus technique...

Ce fait résulte (& mon avis) de propriétés “surprenantes” reliant une catégorie abélienne a
sa catégorie opposée (abélienne également).

3 Lien entre les extensions et Ext}

Soit C une catégorie abélienne possédant suffisamment d’injectifs. On rappelle la définition
suivante qui généralise la définition du bifoncteur Ext? défini précédemment dans la catégorie
des A-modules.

DEFINITION 10 — Pour tous objets X et Y dansC, on note Ext,(X,Y) = RIHom¢ (X, —)(Y).

EXERCICE — Munir Extg d’une structure de bifoncteur contravariant en la premiére variable
et covariant en la seconde, en utilisant les résultats sur les foncteurs dérivés des bifoncteurs.

DEFINITION 11 — Pour tous objets X et Y dans C, on considére les suites exactes courtes
de la forme suivante, que 'on appelle extensions de X par Y :

(6) 0 Y E X 0

On dit que deux extensions (§) et (£') sont équivalentes si et seulement s’il existe un
diagramme commutatif (qui induit nécessairement un isomorphisme par le lemme des cing) de
la forme :
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€3] 0 Y E X 0
N
(€ 0 Y E' X 0

On désigne par Extc(X,Y) I'ensemble constitué par les extensions modulo cette relation
d’équivalence (la description qui va suivre prouvera qu’il s’agit bien d’un ensemble).

THEOREME 9 — Il existe une bijection canonique entre Exts(X,Y) et Exte(X,Y).

DEMONSTRATION — Choisissons un début de résolution injective de Y :

0 Y Iy I I

Soit (€) une extension, considérons le diagramme suivant :

() 0 Y E X 0
B
Y
Y Iy L I,

Par injectivité de I, il existe un morphisme f : E — I rendant le diagramme précédent
commutatif.

On remarque que la composée de f par Iy — I; induit par passage au quotient par Y un
morphisme f’': X — I, dont la composée avec I; — I est nulle.

On obtient ainsi le diagramme commutatif suivant :

6 =Y —E—=X—0
v v Q
Y Iy I I,

Montrons que la classe [f] € Ext}(X,Y) ne dépend pas du f choisi. Soit f un second
relevement. f — f est nul sur Y, donc donne un morphisme h : X — Iy. Par suite, la
différence entre f' et f' est égale a la composée de h avec Iy — I, donc f' et f' ont la méme
classe dans Ext}(X,Y).

Moyennant un choix de résolution injective de Y, on a construit une application a :
Exte(X,Y) — Ext}(X,Y), mais la démonstration du fait que cette application est bien définie
a pour conséquence que cette application ne dépend en fait pas de la résolution injective de Y.

Construisons une application inverse pour «. Soit ¢ : X — I; un cocycle, c’est-a-dire que
la composée de ¢ avec I} —> Iy est nulle.

On peut construire un produit fibré £ pour obtenir un diagramme cartésien :

E—X

b

I()—>Il
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On définit un morphisme Y — E, de telle sorte que Y — E — X soit nul et que
Y — E — I soit le morphisme intervenant dans la résolution injective de Y choisie. On
peut vérifier que la suite 0 Y E X 0 est exacte, et on associe a ¢ la
classe de cette extension (§,) dans Extc(X,Y'), et vérifier que cette application induit bien une
application 3 : Exte(X,Y) — Ext}(X,Y), c’est-a-dire que la classe de (¢,) ne dépend que de
la classe [p] € Ext}(X,Y).

Par construction, il est clair que a et B sont des bijections inverses 'une de 'autre. [

4 Semi-simplicité, Ext-dimension

4.1 Modules semi-simples
Soit A un anneau (non nécessairement commutatif).

DEFINITION 12 - On considére toutes les suites exactes de A-modules (sous-entendu &
gauche) :
0 M’ M M" 0

On dit que M" est projectif si et seulement si la suite exacte se scinde quels que soient M
et M'.

On dit que M' est injectif si et seulement si la suite exacte se scinde quels que soient M et
M".

On dit que M est semi-simple si et seulement si la suite exacte se scinde quels que soient
M' et M".

REMARQUE — Cela donne une autre définition des modules projectifs et injectifs, on verra
I’équivalence avec la définition donnée précedemment dans le lemme 4.

DEFINITION 13 — Un A-module V est simple si et seulement si V posséde exactement deux
sous-modules : 0 et V.

LEMME 3 (SCHUR) — SiV et W sont deux modules simples, un morphisme de V dans
W est soit nul soit un isomorphisme. En particulier, les endomorphismes d’un module simple
forment un corps (non nécessairement commutatif).

DEMONSTRATION — L’image d’un tel morphisme est soit nul soit W, si le morphisme est
non nul, il est surjectif, mais alors, son noyau est différent de V, donc c’est 0. O

THEOREME 10 — Soit M un A-module, les conditions suivantes sont équivalentes :
1. M est semi-simple
2. M est somme de ses sous-modules simples

3. M est somme directe de modules simples

DEMONSTRATION — 3. = 2.) évident.
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2. = 3.) On choisit une famille maximale (Zorn) de sous-modules simples de M en somme
directe. Notons W la somme directe de cette famille. Si V' est un sous-module simple de M,
soit V. C W, soit V NW = 0, auquel cas la famille ne serait pas maximale.

2.3. = 1.) M est somme de ses sous-modules simples, si N est un quotient de M, N est
aussi somme de ses sous-modules simples (il est engendré par les images non triviales des sous-
modules simples de M). Dans 'implication précédente, on peut choisir les modules simples
intervenant dans une décomposition en modules simples parmi une famille de modules simples
engendrant le module, ici, pour N on prend les images non triviales des sous-modules simples
de M intervenant dans une décomposition M = @;c1V;. On se retrouve ainsi avec une sous-
famille W;, 5 € J C 1. On a N = @jc W, avec V; ~ W; isomorphisme induit par M — N.
On dispose ainsi d'une section N — M définie par W; — V; (I'isomorphisme réciproque du
précédent). Donc M est semi-simple.

1. = 3.) Commencons par montrer que tout module semi-simple non nul contient un module
simple. Par semi-simplicité, il suffit de montrer que tout module semi-simple non nul admet un
sous-quotient simple. Prenons alors un sous-module monogéne non nul de M isomorphe & A/I,
avec I idéal a gauche de A. On peut considérer un idéal m a gauche contenant I, ne contenant
1 et maximal pour cette propriété (Zorn). A/m est clairement simple, et c’est un quotient
de A/I. Maintenant, notons W le sous-module de M engendré par tous les modules simples
contenus dans M. M /W est isomorphe & un supplémentaire de W dans M, et, si M/W # 0,
M /W contient un module simple, d’ott une contradiction, d’ou M = W. O

LEMME 4 — Un module M est projectif si et seulement si Hom 4 (M, —) est exact c’est-a-dire
si Exty(M,—) = 0 c’est-a-dire si Ext’y(M,—) = 0 pour tout n > 1.

Un module M est injectif si et seulement si Hom 4 (—, M) est exact c’est-a-dire si ExtY(—, M)
0 c’est-a-dire si Ext’y(—, M) = 0 pour tout n > 1.

DEMONSTRATION — 1l s’agit de montrer I’équivalence entre les diverses définitions.

Pour les projectifs, soit M un projectif au sens de la définition 12, on sait qu’il existe une
surjection d'un projectif X (au sens usuel, c’est-a-dire que Homy (X, —) est exact) vers M.
Or, cette suite se scinde, donc M est facteur direct de X, donc le foncteur Homy (M, —) est
exact (puisqu’un “facteur direct” d’un foncteur exact est exact).

Le méme argument vaut pour les injectifs. [J

LEMME 5 - Soit N un A-module & gauche, alors N est injectif si et seulement si pour tout
idéal I a gauche, Ext(A/I,N) = 0.

DEMONSTRATION — En utilisant la longue suite exacte des foncteurs dérivés & la suite exacte
courte

0 I A A/I 0

on obtient que Extl(A/I, N) = 0 si et seulement si application canonique Homy (4, N) —
Homy (I, N) est surjective.

Supposons que cette condition soit vérifiée par N pour tout idéal & gauche I de A. Soit
M' C M une inclusion de A-modules. Soit ¢ un morphisme de M’ dans N, il faut montrer
que ’on peut prolonger ce morphisme & M tout entier. D’aprés le lemme de Zorn, il existe un
prolongement maximal. Donc, il suffit de montrer que si M’ C M, il existe un prolongement
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strict de . Soit z un élément de M — M'. Pour démontrer ce que 1’on veut, on peut supposer
que M = M' + Az. Se donner un prolongement de ¢ & M' revient a se donner un morphisme
de Az C M dans N dont la restriction & M' N Az C M’ coincide avec celle de ¢. On peut
donc supposer que M est monogéne. Maintenant, M’ ~ A/J et M ~ I/J, avec J C I deux
idéaux & gauche de A. Le quotientage par J est innocent pour la question du prolongement,
donc on peut supposer que M = A et que M’ est un idéal & gauche I de A. Or, dans ce cas,
c’est exactement ’hypothése de départ.

COROLLAIRE — Si A est un anneau principal, un module est injectif si et seulement s’il est
divisible.

4.2 Ext-dimension

Soit A un anneau (non nécessairement commutatif).

DEFINITION 14 — On note Ext — Dim(A) =sup{n € N,IM,N Ext;(M,N) # 0}.

THEOREME 11 - Soit n € N. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
1. Ext — Dim(A) <n
2. Ext™ (M, N) = 0 pour tous modules M et N.

3. Tout A-module M posséde une résolution projective de la forme

0 P, Py M 0

4. Pour tout A-module M, si P, 1 P, M 0 est exacte avec P;
projectifs, le noyau de P,,_1 — P,,_s est projectif.

5. Tout A-module M posséde une résolution injective de la forme

0 M IO " 0

6. Pour tout A-module M, si ( M 10 I 0 est exacte avec
I' injectifs, le conoyau de I"~2 — I™~! est injectif.
7. Pour tout idéal (a gauche) I et tout module N, Ext;t'(A/I,N) =0

DEMONSTRATION — Les implications suivantes sont triviales : 4. = 3. = 1. = 2. = 7.),
6. =5.=1.).

Démontrons maintenant l'implication 2. = 4.. Sous les notations de 4.), notons K; le noyau
de P; dans P; 1 pour ¢ > —1, avec la convention K 1 = M. Pour tout 0 <7 <n—1, on a une
suite exacte courte :

0 K; P Ki1 0
Soit N un A-module, quand on applique le foncteur Homy (—, N), on obtient, grace a la
longue suite exacte des foncteurs dérivés, pour tout j > 1, un isomorphisme Ext);(K;, N) ~
Extf:l(Ki,l,N). En particulier, Ext (K, 1,N) ~ --- =~ Ext’jﬁl(M, N) = 0. Donc K, est
projectif.
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On peut faire exactement de méme pour démontrer que 2. = 6.). Mais on a méme mieux,
on démontre de méme que 7. = 6.), en effet pour vérifier que le conoyau C de I"~2 — ™71
est injectif, il suffit, d’aprés le lemme 5, de vérifier que ExtY(A4/I,C) = 0 pour tout idéal 1. O

COROLLAIRE — Si A est un anneau principal, Ext — Dim(A) < 1.

DEMONSTRATION — Il s’agit d’un corollaire du corollaire 4.1. En effet, si on plonge un module
dans un module injectif, le conoyau est divisible, donc injectif. O

4.3 Ext-dimension 0 : théoréme de Wedderburn
DEFINITION 15 — Un anneau est semi-simple si et seulement s’il est de Ext-dimension 0.

EXERCICE — Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. A est semi-simple

Toute suite exacte de A-modules se scinde

Tout A-module est injectif

Tout A-module est projectif

Tout A-module est semi-simple

Exti(—, —) = 0 pour tout n > 1

Exth(—,—) =0

Exty(A/I,—) = 0 pour tout idéal a gauche I.

Tout idéal 4 gauche I est engendré par un idempotent, c’est-a-dire qu’il existe e dans A
tel que €2 = e et I = Ae.

© 0 N S vk LN

DEFINITION 16 — Si A est un anneau, on note A°? son anneau opposé : la structure de
groupe abélien est la méme que celle de A, mais si I'on note xy le produit dans A et z.y le
produit dans A°P, on a, par définition : x.y = yz.

THEOREME 12 (WEDDERBURN) - Soit A un anneau, les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. A est semi-simple
2. A est semi-simple comme A-module

3. A est isomorphe a un produit fini d’algébres de la forme Endg (V) ou V est un K-espace

vectoriel de dimension finie, et K un corps (non nécessairement commutatif).

Plus précisément, si tel est le cas, A ne posséde qu’un nombre fini de classes d’isomorphismes
de modules simples V;,i € I. A ~ @®;c;C;, avec C; ~ V*'. Notons K; = Endx (V;) qui est un
corps. V; est un K;-espace vectoriel de dimension n;. L’action de A sur V; est K;-linéaire, et le
morphisme suivant est un isomorphisme :

A —[ie; Endg; (Vi)
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DEMONSTRATION — 1. = 2.) clair.

3. = 1.) On sait que se donner un module sur un produit fini d’anneaux équivaut a se
donner un module sur chacun de ces anneaux, donc pour démontrer cette implication on peut
supposer que A est isomorphe & une algébre de matrices.

Soit k un corps (non nécessairement commutatif), et V un k-espace vectoriel (& gauche)
de dimension finie. Posons A = Endy, (V). Pour démontrer que A est semi-simple, il va suffir
de démontrer que tout idéal & gauche de A est engendré par un idempotent.

LEMME 6 — A est noethérien 4 gauche.

DEMONSTRATION — Un choix de base de 'espace vectoriel V' donne un isomorphisme de A
avec My, (k°P). Ainsi, A est un module & gauche sur le sous-anneau des matrices diagonales.
Les idéaux & gauche de A vont donc étre des espaces vectoriels sur k°? de dimension majorée
par n2, d’ou le résultat. O

LEMME 7 — Soient f et g des éléments de A, il existe un idempotent h dans ’idéal & gauche
engendré par f et g tel que ker h C ker f Nkerg.

DEMONSTRATION — Notons U = ker fNker g, soit W un supplémentaire de U dans ker f, W'
un supplémentaire de U dans ker g (comme k espaces vectoriels). Soit C' un supplémentaire de
ker f +kerg =U @ W & W' dans V. Quitte & multiplier & gauche par des éléments inversibles
de A, on peut supposer que dans la décomposition V= U d W @ W' & C, f et g ont des
matrices de la forme suivante, et on définit ¢ comme suit :

0000 0000 0000
oo oo o100 o100
F=1o010 I9=10 0 0 0 =100 0 0

000 1 000 1 0000

On pose h = pg + f qui est idempotent (h? = h) et son noyau est ker f Nker g. O

Soit I un idéal a gauche de A, le lemme précédent et la noethérianité a gauche de A
impliquent qu’il existe un idempotent f dans I tel que ker f =) gel ker g. En considérant la
décomposition V = ker f @ imf, on obtient que pour tout g dans I, g = fg, donc I est ’idéal
engendré par f.

REMARQUE - Il s’ensuit que les idéaux a gauche de A sont en bijection décroissante avec les
sous-espaces vectoriels de V' par 'application qui a un sous-espace vectoriel associe ’ensemble
des endomorphismes de V qui s’annulent sur ce sous-espace.

On en déduit que les idéaux a gauche de A qui sont simples correspondent par la bijection
précédente aux sous-espaces vectoriels de codimension 1, ainsi ce sont les idéaux & gauche
de la forme { f € Endy (V), Jw = O} ol W est un sous-espace de codimension 1 dans V. En
particulier, & isomorphisme prés, il existe un unique A-module simple.

2. = 3.) Comme A est semi-simple comme A-module (& gauche), A ~ ®;c1C;, avec C;
isomorphe & une somme directe de copies de V;, avec V; simple et les V; non isomorphes deux-
a-deux. Maintenant, A est noethérien a gauche, donc I'ensemble I est fini, et C; ~ V" avec
n; > 1.
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Notons alors K; ’anneau des endomorphismes de V;, d’aprés le lemme de Schur, K; est un
corps (non nécessairement commutatif). V; posséde ainsi une structure de K;-espace vectoriel
(& gauche). Le fait que K; soit constitué d’endomorphismes du A-module V; permet de dire
que les actions de A et de K; sur V; commutent.

En outre, on a un isomorphisme canonique A°? — Endy (A), qui a a associe la multi-
plication & droite par a. Or, un endomorphisme de A comme A-module revient & se donner
un endomorphisme de C; pour tout ¢ d’aprés le lemme de Schur. Mais alors, si on fixe un
isomorphisme C; ~ V;", les endomorphismes de C; sont en bijection avec les matrices carrées
de taille n; & coefficients dans K;. Donc, A° est un produit d’algébres de matrices sur des
corps, donc A aussi.

Maintenant, pour démontrer la derniére assertion, il suffit de faire le cas A = M, (k) ou k
est un corps. Notons V le module simple de A constitué des matrices dont toutes les colonnes,
sauf la premiére, sont nulles. K = End4 (V). Un calcul simple montre que K s’identifie & kP
par ’application qui & un scalaire A € kP associe la restriction & V' de ’application de A dans
A qui consiste en la multiplication & droite par A de tous les coefficients des matrices. On peut
alors constater que la multiplicité du module simple V dans A est égale 4 la dimension de V
sur K et que 'application A — Endg (V) est un isomorphisme. O

EXERCICE -

— Soit G un groupe fini et k un corps, montrer que k[G| est semi-simple si et seulement si
#G@G est inversible dans k.

— On suppose maintenant que k est algébriquement clos et que #G est inversible dans k, en
utilisant le théoréme de structure des algébres semi-simples, démontrer que le nombre de
classes d’isomorphismes de représentations irréductibles de G sur k est égal au nombre
de classes de conjugaison dans G, et que la somme des carrés des dimensions de ces
représentations irréductibles est égale & #G.

5 Tor-dimension

Soit A un anneau.

DEFINITION 17 - On note Tor — Dim(A) = sup {n € N3M,N Tori(M,N) # 0}.

THEOREME 13 — Si (M;),;.; est un systéme inductif filtrant de A-modules a droite et N un
A-module a gauche, on a un isomorphisme canonique : lim Tor,(M;, N) ~ Tor, (lim M;, N)
— —
DEMONSTRATION — On démontre ce résultat en calculant les Tor grace & une résolution
projective de N. Ensuite, il suffit de remarquer que le foncteur — ® Y commute aux limites

inductives (filtrantes) si Y est un A-module, et que le foncteur homologie H,, commute aux
limites inductives filtrantes de complexes. [

THEOREME 14 — Soit n € N. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
1. Tor — Dim(A) < n
2. Torl, (M, N) = 0 pour tous modules M et N.
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3. Tout A-module M posséde une résolution plate (i.e. les P; sont plats) de la forme

0 P, Py M 0

4. Pour tout A-module M, si P,_1 P, M 0 est exacte avec P;
plats, le noyau de P,,_; — P,,_5 est plat.

5. Pour tout idéal I et tout module N, Torl, (A/I,N) =0
6. Pour tout idéal I de type fini et tout module N de type fini, Tor;‘}H(A/I, N)=0.

DEMONSTRATION — Les implications suivantes sont triviales : 4. = 3. = 1. = 2. = 5. = 6).

Pour démontrer 2. = 4.), on procéde exactement comme pour la Ext-dimension.

Pour démontrer 6. = 5.), il suffit de voir que si I est un idéal, A/I s’identifie & la limite
inductive filtrante des A/J ou J parcourt les idéaux de type fini inclus dans I, et N a la limite
inductive filtrante de ses sous-modules de type fini.

Démontrons maintenant 5. = 2.), comme tout module M est limite inductive de ses sous-
modules de type fini, il suffit de montrer que Tor ' 1(M,N) = 0 pour tout A-module M de
type fini. Démontrons le par récurrence sur le nombre minimal 7 de générateurs de M. Il suffit
de démontrer que si M’ est un sous-module de M tel que Tors | (M',—) = 0 et que M/M’
est monogéne, alors Torﬁ +1(M,—) = 0, mais cela résulte directement de la longue suite exacte
homologique des foncteurs dérivés appliquée a la suite exacte courte suivante :

0 M’ M M/M'—0
(]

On peut signaler les théorémes suivants, le premier utilisant essentiellement qu’un A-module
plat et de présentation finie est projectif, le second étant basé sur 1’étude de beaucoup de longues
suites exactes.

THEOREME 15 — Si A est un anneau noethérien, Tor — Dim(A) = Ext — Dim(A).
THEOREME 16 -~ Soit A un anneau :
Tor — Dim(A[X]) = Tor — Dim(A) + 1

Ezt — Dim(A[X]) = Ext — Dim(A) + 1

THEOREME 17 (HILBERT-SERRE) — Soit A un anneau local noethérien, d’idéal maximal
m et de corps résiduel k. On dit que A est local régulier si sa dimension de Krull est égale a
la dimension du k-espace vectoriel m/m?. Alors, A est local régulier si et seulement si Ext —
Dim(A) < oo. Dans ce cas, dim A = Ext — Dim(A).

DEMONSTRATION - E.G.A.IV,17.3.1 I
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6 Anneaux principaux

Soit A un anneau principal. D’apres les résultats précédents, Ext — Dim(A) < 1, résultat
qui peut aussi s’obtenir en démontrant que tout sous-module d’un A-module libre est libre (cf.
[Hil]). On obtient ainsi le théoréme suivant :

THEOREME 18 — Pour tous A-modules M et N, on a :

Vi>2  Exty(M,N)=0  Tor(M,N)=0

THEOREME 19 — Soit M un A-module. M est injectif si et seulement si M est divisible. M
est plat si et seulement si M est sans torsion.

DEMONSTRATION — Le cas des injectifs a déja été traité. On sait que M est plat si et
seulement si Tor{!(A/z, M) = 0 pour tout = dans A, or Tor{!(4/z, M) = {m € M,z.m = 0} si
z#0.0

7 Formule de Kiinneth

THEOREME 20 - Soient C, et C) deux complexes de A-modules projectifs, on suppose
que pour tout n, les bords By (Cy) forment un module plat, alors il existe une suite exacte
fonctorielle, pour tout n € N :

0—— @p+q:n HP(C*) ®4 Hq(Cf%) - Hq(C* ®A CL) - @p—kq:nfl TOqu(Hp(C*), Hq(ci)) —0

DEMONSTRATION — On utilise la méme idée que pour la démontration du théoréme 8 : on
peut décomposer le complexe C, en une suite exacte courtes de complexes dont les termes
extrémaux ont un opérateur de bord nul, ainsi on a les suites exactes suivantes :

0 Zy Cs B*[_l] —0 0 B, Ly H, 0

Remarquons d’abord que les modules Z,(C,) sont plats (grace a la premiére suite exacte).
Tensorisons la deuxiéme suite exacte par ’homologie du complexe CY, :

0—> Tord(H,,H!) —> B, H. —> Z, ® H, —> H, ® H, — ()
Tensorisons 'autre suite exacte par CY, :
0—Z,®C, —C,®C, —= B,[-1]® C;, —=0

La suite exacte longue de cette suite exacte courte de complexes donne une longue suite exacte
(compte tenu du fait que les Z, et B, sont plats et constituent des complexes ayant un bord
nul) :
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La résultat s’obtient en transformant cette suite exacte longue en suites exactes courtes. [J

REMARQUE — Dans un contexte plus général ol il n’est pas possible de controler la platitude
du complexe formé par les bords, mais en conservant ’hypothése de “projectivité” sur les C,
et C! | il existe une suite spectrale (dite de Kiinneth) dont le terme E? est décrit par la formule
E, = D= Tor (Hi(Cy), H;(CL)) qui converge vers Hpiq(Cy ® C). La suite exacte de
Kiinneth dont il est question ici (essentiellement pour A principal) n’est que le cas particulier
de cette suite spectrale puisque Tor‘24 =0, et qu'ainsi E? = E®,

8 Théoréme des coefficients universels

On suppose que 'anneau A est principal.

THEOREME 21 - Si X est un espace topologique, il existe des suites exactes fonctorielles :

0 H(X)®G Hy(X;G) —— Tor(Hy 1(X),G) —0

0 —> Ext(H, 1 (X),G) —= HY(X; G) —> Hom 4 (Hy(X),G) —>0

Et ces suites exactes sont scindées.
DEMONSTRATION — On applique le théoréme 8 avec les foncteurs — ® 4 G et Hom (—, G),

les hypothése étant vérifiées (si, si!). O

THEOREME 22 — Si X est un espace topologique et G un A-module tel que Hy(X) ou G
soit de type fini, alors il existe une suite exacte fonctorielle :

0— HY(X;4)® G— HY(X;G) — Tor(HI"(X),G) —=0

Et cette suite exacte est scindée.

9 Exercices

9.1 Une reformulation du lemme du serpent

EXERCICE — Soit C une catégorie abélienne possédant suffisamment de projectifs. On note
F la catégorie des fléches de C, c’est-a-dire la catégorie dont les objets sont les morphismes de
C et pour laquelle I'ensemble des morphismes de X — Y vers X' — Y’ est ’ensemble des
diagrammes commutatifs suivants :

X—X

|

Y —Y’

On note coker le foncteur F ~~ C qui a une fléche associe son conoyau.
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— Démontrer que la catégorie F posséde suffisamment de projectifs.

— Montrer que le foncteur coker est exact a droite.

— Donner une formule pour les foncteurs dérivés 4 gauche de coker. En particulier, montrer
que le deuxiéme foncteur dérivé est nul.

9.2 Limites projectives

EXERCICE — On note C la catégorie des systémes projectifs de groupes abéliens indexés par
N. On considére le foncteur :l(El qui a un systéme projectif associe sa limite projective.
— Démontrer que la catégorie C posséde assez d’injectifs, en considérant les systémes pro-
jectifs de la forme --- — J,, — Jp_1 — ... ou J, = Iy & ... I,, avec I, injectif, et
Jn — Jn_1 la projection sur les premiers facteurs.
— Montrer que le foncteur 1<£n est exact 4 gauche.
— Donner une formule pour R? {El En particulier, montrer que le deuxiéme foncteur dérivé
est nul.
~ Etablir que les systémes projectifs M. = (My,),,cy vérifiant la condition suivante, dite de
Mittag-Leffler, sont tels que R! l(inM =0 : pour tout n € N, la suite (im (My1; — Mp));en
est stationnaire.

9.3 Exercice faussement géométrique

Soit p un nombre premier. Pout tout i, on note M; ’espace topologique S' x D? ot D?
désigne le disque unité ouvert de C. On définit une application continue ®; : M; — M;,; par la
formule ®(z, w) = (2P, w + €z) avec ¢ < %. On note M la limite inductive du systéme d’espaces
topologiques My — M7 — My — ...

EXERCICE - Identifier le complexe C,(M) a la limite inductive des Cy(M;).
En déduire que I’on peut identifier Homy, (Cy(M),Z) a la limite projective des Homy, (Ci(M;),Z).
Utiliser des résultats sur les foncteurs dérivés des limites projectives pour démontrer le
résultat suivant :

Z sii=0
0 sit=1
2 . —
H'(M;Z) = Lp|Z sii=2
0 sinon

Cette facon de faire les calculs présente 'inconvénient qu’il y est important de connaitre
quelques propriétés du premier foncteur dérivé de la limite projective des systémes projectifs
indexés par N. On peut également adopter une autre approche qui consiste d’abord a calculer
I’homologie de cet espace et & appliquer la formule des coefficients universels :
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EXERCICE — Démontrer le résultat suivant :

Z  sii=0
Hy(M:;Z) = Z[%] sii=1
0 sinon

Démontrer que Exty, (Z [%] , Z) = Z,/Z [Hint : utiliser une résolution injective de Z.] et en
déduire le résultat de ’exercice précédent.

9.4 Quelques calculs

EXERCICE - Soit k un corps commutatif, n > 2, on pose A = k[X]/(X™). Désignons par k
le A-module A/(X). Déterminer Torl(k, k) et Ext2(k, k).

EXERCICE -
— Décrire Tor*(G,H) et Exty(G,H) ot G et H sont deux groupes abéliens de type fini
quelconques.
- B3(2]3]/2,2) = 2,, Bt (2] 2) = Z,/2
~ Ext},(Q/Z,7) = 7, Ext,(Q,Z) = 77

9.5 Extensions

EXERCICE — Soit C une catégorie abélienne ayant assez de projectifs et d’injectifs. Soit X
et Y deux objets de C. On a défini une bijection entre Extc(X,Y) et Ext;(X,Y) en utilisant
une résolution injective de Y.
- Remarque que nous eussions pu définir de méme une bijection Extc(X,Y) et Ext;(X,Y)
en prenant une résolution projective de X.
— Démontrer que, sous I’équivalence de la définition de Exté (X,Y) utilisant une résolution
projective de X ou une résolution injective de Y, la correspondance précédemment définie
avec Extc(X,Y) est la méme (au moins au signe preés).

9.6 Jor de faisceaux

EXERCICE — Soit A un anneau commutatif, S une partie multiplicative. Montrer que si M
et N sont deux A-modules, on a un isomorphisme canonique :

— -1 — —
S~ Tor(M,N) = Tor;  #(S7'M,S7'N)

EXERCICE - Soit (X,0x) un espace annelé.
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— Soient M et N deux Ox-Modules. Construire un préfaisceau sur X dont les sections sur
un ouvert U soient Torg) x(O) (M(U),N(U)) [Hint : ce n’est pas trivial].
On note ‘J’or(?x (M, N) le faisceau associée a ce préfaisceau, et c’est un O x-Module.

— Démontrer que si U est un ouvert de X, on a un isomorphisme canonique de Oy -Modules :

TordX(M,N) g = Torg” (My, Njp)

— En utilisant le résultat de ’exercice précédent, démontrer que si X est un schéma, et M
et N deux Ox-Modules quasi-cohérents, alors Torg)x (M, N) est quasi-cohérent. Montrer
que dans ce cas, pour tout ouvert affine U de X, on a un isomorphisme canonique
Tordx (M, N)(U) = Torg* ) (M(U), N(U)).

— Sous les hypothéses de la question précédente, montrer que pour tout point x du schéma
X, on a un isomorphisme canonique :

9]

irorg)x(M, N), = Torg ™ (Mg, Ny)

9.7 Un peu de géométrie algébrique

DEFINITION 18 — Soit X un schéma localement noethérien. On dit que X est régulier si

et seulement si pour tout point z de X, I'anneau local Ox , est régulier (i.e. de Ext-dimension
finie).

On sait que pour un anneau noethérien, la Ext-dimension est égale & la Tor-dimension,
donc dans la définition d’un schéma régulier, on peut remplacer I’hypothése de finitude de la
Ext-dimension par une hypothése de finitude de la Tor-dimension.

EXERCICE — Soit k un corps commutatif, on note X = A} le schéma affine Spec k[X1,...,X,].
— Démontrer que pour tous faisceaux quasi-cohérents de O x-Modules M et N :
Tory X (M, N) =0

— En déduire que X est un schéma régulier, et que dim X = n.

Bibliographie

Pour cet exposé, on pourra consulter [Hil|, [Spa], [Sch], [Ver].



144 FRANCOIS ALTER

La propriété (T) de Kazhdan,
interprétation cohomologique

Francois Alter

Durant cet exposé, je vais m’intéresser essentiellement & 'interprétation cohomologique de
la propriété (T') de Kazhdan a savoir son lien avec la propriété (F H) de Serre.

1 Propriété (7') de Kazhdan

Toutes les représentations seront des représentations unitaires dans des espaces de Hilbert.

DEFINITION 1 — Soit w : G — U(H) une représentation. Soient ¢ > 0 et une partie @Q C G,

on dit qu’un vecteur £ € H est (g, Q)-invariant si sup{||w(g)¢ — &||} < €[|€]|-
9eq

REMARQUE — On reprend les mémes notations :
1. Tout vecteur 7(G)-invariant non nul est (Q, €)-invariant ;
2. Le vecteur 0 n’est pas (e, Q)-invariant ;
3. Si € est (e, Q)-invariant, & est aussi (¢, Q U Q~!)-invariant ;
4. SiQ' CQete >eetsiest (e,Q)-invariant, & est aussi (¢, Q')-invariant ;

DEFINITION 2 - Soit G un groupe topologique. Un sous ensemble de Kazhdan est un sous-
ensemble () de G tel qu’il existe un nombre € > 0 avec la propriété que toute représentation
qui posséde un vecteur (¢, @)-invariant posséde aussi un vecteur invariant non nul.

Le nombre ¢ est une constante de Kazhdan, et (¢, Q) est une paire de Kazhdan pour G.

PROPOSITION 1 — Pour tout groupe topologique G, la paire (v/2,G) est de Kazhdan.

DEMONSTRATION — Soient m une représentation de G sur l'espace de Hilbert H et & un
vecteur unité (G, v/2) invariant. Soit C I’enveloppe convexe fermée de I’orbite w(G)&. On prend
alors la projection de 0 sur C, c’est & dire on considére 79 € C' l'unique vecteur tel que
llmoll = zrganH Comme ’ensemble C est invariant par 7(G), le vecteur 7o aussi. Il reste a

prouver que 7y est non nul.
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Posons e = iggﬂ?@ﬂ(g)ﬁ). Comme sup ||7(g)é—€||> < 2,0onae > 0. De plus, R(D. Xilé|n(g:)€)) >
g geG

¢ pour toute combinaisons convexes finie (Y. A; = 1), si bien que R({|n) > € > 0 pour tout
n € C. En particulier 79 # 0. O

DEFINITION 3 — Un groupe topologique G a la propriété (T'), ou est un groupe de Kazhdan,
s’il contient un sous-ensemble de Kazhdan compact.

EXEMPLE - Tout groupe compact posséde la propriété (T').

DEFINITION 4 — On dit que 7 posséde presque des vecteurs invariants si, pour tout (&, K)
avec K compact, il existe un vecteur unité (e, K)-invariant.

PROPOSITION 2 - Un groupe topologique G posséde la propriété (T) si et seulement si
toute représentation de G qui posséde presque des vecteurs invariants posséde des vecteurs
invariants non nuls.

DEMONSTRATION — La partie directe est triviale. Pour la réciproque : supposons que G n’a
pas la propriété (T'). Soit I I’ensemble des paires (e, K) avec K compact dans G. Il existe donc
pour tout (e, K) € I une représentation unitaire T(e,k) de G sans vecteur invariant non nul

et un vecteur unité §. g (¢, K)-invariant. Alors la somme directe ™ = @ T(e,k) Possede

(e,K)eI
presque des vecteurs invariants. [J

EXEMPLE — Le groupe R ne posséde pas la propriété (T).

DEMONSTRATION — Soit Ag : R — U(L*(R)) la représentation réguliere ( id est par les
translations ) de la droite réelle. Elle posséde presque des vecteurs invariants. En effet, soient
e > 0 et K C R une partie compacte. Soit ¢ assez grand tel que K C [—c, c]. Posons, pour
a>0,§&= ﬁl[o,a], c’est un vecteur unité. Alors [|Ar(t)¢ — €| < % dés que [t| < ¢, donc ¢
est (&, K)-invariant si a > %

Cependant, Ar ne posséde aucun vecteur invariant non nul. [ En fait on montre facilement
de la méme maniére :
PROPOSITION 3 — Un groupe moyennable non compact ne posséde pas la propriété (T')

DEMONSTRATION — En effet la représentation réguliere Ag : G — U(L*(G)) posséde presque
des vecteurs invariants mais ne posséde pas de vecteur invariant non nul, sinon G serait de

mesure de Haar finie ( la fonction constante serait dans £2(G) ), et par suite G serait compact.
O

Mais peut-étre faut-il un rappel sur les groupes moyennables :

THEOREME 1 (ADMIS) — Pour un groupe localement compact & base dénombrable G avec
mesure de Haar invariante a gauche p, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. G est moyennable au sens ot A\g a presque des vecteurs invariants ;
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2. Pour toute partie compacte K de G et tout ¢ > 0, il existe un borélien U de G tel que
0 < u(U) <ooet u(gUAU) < ep(U) pour tout g € K (propriété de Folner ) ;

3. Pour toute partie compacte K de G et tout € > 0, il existe un borélien U de G tel que
0<uU) <ooet W(KUAU) < ep(U) pour tout g € K (propriété de Fplner uniforme ) ;

4. Toute action continue de G sur un espace métrique compact posséde une mesure de
probabilité invariante;

5. 1l existe une forme linéaire M sur le Banach L£*°(G) qui est positive, normalisée et
invariante 4 gauche par G ;

6. Il existe une forme linéaire M sur le Banach UC’(G) qui est positive, normalisée et
invariante 4 gauche par G ;

7. Toute action continue de G sur un convexe compact non vide posséde un point fixe.

De plus on a les propriétés suivantes qui vont nous servir :

PROPOSITION 4 (ADMISE) -
1. Tout groupe abélien est moyennable ;

2. Si G est localement compact et moyennable, alors tout sous-groupe fermé de G est
moyennable.

PROPOSITION 5 — Tout groupe localement compact qui a la propriété (T') est a génération
compacte.

DEMONSTRATION — Posons C ’ensemble des sous-groupes ouverts & génération compacte de
G : il est non-vide car tout voisinage compact de l'identité engendre un tel sous-groupe. On a
méme G = U H.

HecC
Pour tout H € C, G/H est discret. On peut considérer la mesure de comptage sur cet espace

et noter 7y la représentation naturelle de G dans £2(G/H) et £ la fonction caractéristique
de la classe H de G/H, qui est un vecteur de norme 1 dans £2(G/H). Soit 7 la somme directe
de ces représentations, et considére les £z comme des vecteurs dans 1’espace somme directe.
m posséde presque des vecteurs invariants. En effet, soit K un compact de G, comme C est
un recouvrement ouvert de K, et que toute réunion finie de sous-groupe ouvert & génération
compacte est contenue dans un sous-groupe ouvert & génération compacte, il existe un sous-
groupe H € C qui contient K. Du coup, 7(g)égo = &po pour tout g € K.

Comme G est un groupe de Kazhdan, soit 7 un vecteur invariant non nul de . Soit L € C
tel que ng, # 0. Ce vecteur est invariant par nz,, donc la fonction 5y, : G/L — C est constante.
Comme cette fonction est de carré sommable, G/L est fini. D’ou clairement G € C. O

COROLLAIRE — Tout groupe dénombrable qui a la propriété (T') est de type fini

EXERCICE — Soit G un groupe localement compact qui a la propriété (T'). Montrer que tout
sous-groupe compact générateur de G est un ensemble de Kazhdan

EXERCICE - Soit I' un groupe dénombrable qui a la propriété (T'). Montrer que tout sous-
ensemble de Kazhdan fini de I" est générateur.
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PROPOSITION 6 — Soit ¢ : G — H un homomorphisme continue d’image dense. Si le groupe
G posséde la propriété (T') alors H la posséde aussi.

DEMONSTRATION — Soit (g, K') une paire de Kazhdan pour G avec K compact. alors (e, p(K))
est une paire de Kazhdan pour H.

PROPOSITION 7 — Soit G un groupe topologique qui a la propriété (T).

1. Tout homomorphisme continu de G dans un groupe localement compact moyennable a
une image relativement compacte ;

2. Tout homomorphisme continu de G dans R" ou Z" est constant ;

On suppose de plus G localement compact :

3. Le groupe G est unimodulaire ;

4. Le groupe G/(G, G) est compact. En particulier, si G est dénombrable, alors son abélia-
nisé est un groupe fini.

DEMONSTRATION — Soit H un groupe localement compact moyennable, et ¢ : G — H un
homomorphisme continu. Le groupe ¢(G) est moyennable car ¢’est un sous-groupe fermé d'un
groupe moyennable. D’ot il est compact car de Kazhdan.

Le (4i.) provient du fait que le module d’un groupe localement compact (c’est a dire
A : G — R, tel que u(Bg) = A(g)p(B) pour tout borélien de G ot p est la mesure de
Haar invariante & gauche de G') est un homomorphisme continu a valeur dans le groupe RY

isomorphe & R. [J

THEOREME 2 (ADMIS) — On a les exemples suivants de groupe de Kazhdan :
1. Pour tout n > 3 et tout corps local K, le groupe SL,(K) a la propriété (T ;

2. Soit K un corps local et G le groupe des points K-rationnels d’un groupe algébrique
simple défini et de rang déployé au moins deux sur K. Alors G a la propriété (T) ;

3. Soient G un groupe localement compact et I' un sous-groupe discret de G tel que G/T'
posséde une mesure de probabilité G-invariante. Alors G a la propriété (T) si et seulement
si ' Pa.

On en déduit notamment la premiére application spectaculaire de Kazhdan que tout réseau
de SL,(R) est de type fini.

2 Propriété (FH) de Serre

DEFINITION 5 — Une action affine d’un groupe topologique G sur un espace de Hilbert
affine H (réel ou complexe, on notera H son espace des translations ) est un homomorphisme
a de G dans le groupe Is(H) = H x U(H) (par le choix d’une origine 0 € H ) des isométries

GxH —-H

affines de H tel que Papplication est continue.
(9,2) —alg)z



148 FRANGOIS ALTER

2.1 Actions affines et représentations

Tout homomorphisme continu d’un groupe topologique G dans le groupe des translations
H d’un espace de Hilbert affine H fournit une action affine de G sur H.

De méme en conjuguant une représentation orthogonale (ou unitaire selon le cas) G —
U(H) par une translation, on obtient une action affine de G sur H. Cette action a alors
clairement un point fixe, et réciproquement, toute action avec un point fixe peut étre construite
de la sorte. On a aussi une autre caractéristique :

LEMME 1 - Soit « une action affine d’un groupe topologique sur un espace de Hilbert affine.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. «a posséde un point fixe;
2. toute orbite de a est bornée;

3. «a posséde une orbite bornée.

DEMONSTRATION — Les implications 1=2=-3 sont évidentes. Prouvons l'implication 3=1.
Soit A une orbite bornée. On va utiliser le lemme de Serre suivant :

LEMME 2 (DES CENTRES) — Posons p(z) = supy¢ 4 [|[zyl| alors p atteint son minimum en
un unique point. C’est 4 dire que parmi toutes les boules qui contiennent A, il y en a une de
rayon minimal, son centre sera appelé le centre de A.

DEMONSTRATION — Posons r = inf p. On a la jolie inégalité :
1
Sllzyll”* < p(2)” + p(y)* — 2r° (15)
En effet, par I’égalité de la médiane si m est le milieu de [z, y], alors pour tout a € A,
1
Sllzyll* = llazl* + llay|* — 2lam|]® < p(=)” + p(y)* — 2laml|*.

Dot 3|lzyll? < p(z)? + p(y)? — 2p(m)?. Cela entraine (15) car p(m) > r.

On prend alors une suite minimisante (z,)nen telle que r = lim p(z,). L’inégalité (15)
montre que c’est une suite de Cauchy. Sa limite est le centre recherché. De plus la méme
inégalité montre I'unicité du centre. [0 On prend maintenant le centre de A, c’est évidemment

un point fixe. O

DEFINITION 6 (PROPRIETE (FH)) — Un groupe topologique posséde la propriété (FH)
si toute action affine de G sur un espace de Hilbert affine posséde un point fixe.

2.2 Cohomologie

Soit @ : G — Is(H) une action affine. Comme le choix d’une origine 0 € H donne Is(H) =
H xU(H), on a une décomposition naturelle : a(g) = t(g)+¢(g), ol ¢ est une isométrie linéaire
de H et t une translation. Or « est un homomorphisme, on a donc la relation suivante :

t(gh) = t(g) + ¢(g9)t(h), pour tous g, h € G. (16)
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Réciproquement, si ¢ : G — U(H) est une représentation et si ¢ : G — H est une applica-
tion continue vérifiant (16), la formule a(g) = #(g) + ¢(g) définit une action affine.

On appelera cocycle, un tel ¢ qui vérifie (16), et on notera Z'(G, ) le (R ou C)-espace
vectoriel des cocycles.

Que va étre un cobord ?

Ce sera une action avec un point fixe, c’est a dire de la forme « est conjugué & ¢ par une
translation de vecteur z, c’est & dire si on a la relation :

t(g) = p(g)z — z pour tout g € G. (17)

On notera B(G, ¢) I'espace des cobords.

Et naturellement on regardera H' (G, ) = Z1(G, p)/B(G, ¢) le premier espace de coho-
mologie de la représentation ¢ de G.

Par tout ce que ’on a vu on a :

PROPOSITION 8 — Soit G un groupe topologique. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. G posséde la propriété (FH) ;
2. Pour toute représentation orthogonale ou unitaire ¢ de G, H (G, ¢) = {0}.

3. Pour toute représentation orthogonale ou unitaire ¢ de G, tout cocycle par rapport a ¢
qui est continu est borné en tant que fonction sur G.

On se propose par la suite de montrer que si G est localement compact a base dénombrable,

THEOREME 3 — Ces propriétés sont équivalentes a la propriété (T).

3 (FH)= (T)

On prend donc G localement compact & base dénombrable et ¢ une représentation ortho-
gonale ou unitaire de G.

On fait de I’espace des cocycles Z'(G, ) un espace topologique grace & la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact de G (n’oublions pas que c’est un espace de fonctions
sur G). C'est ainsi un espace de Fréchet (espace vectoriel topologique métrisable et complet )
car G est & base dénombrable. On munit alors H'(G, ¢) de la topologie quotient. Comme rien
ne nous dit que B! est fermé dans Z!, on a pas toujours le fait que H' soit séparé. On a en
fait le lemme suivant qui montre en méme temps l'implication (FH) = (T) :

LEMME 3 (GUICHARDET) - Si ¢ posséde presque des vecteurs invariants et si H (G, @)
est séparé, alors ¢ posséde des vecteurs invariants non nuls.

DEMONSTRATION — Supposons que  n’ait aucun vecteur invariant non nul.

Posons alors I’application linéaire 8 : H — Z' définie par B(z)(9) = ¢(g)z — z. Elle est
injective par hypothése et son image est B'. De plus elle est continue car ||3(z)(g)| < 2||=||
pour tous z € H et g € G.

Comme ¢ posséde presque des vecteurs invariants, on peut trouver une suite de vecteurs
unitaires z, tels que la suite de fonctions ((z,) tende uniformément sur tout compact de G
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vers 0. L’application A~ : Bl — H n’est donc pas quant & elle continue. Mais & ce moment,
B! ne peut étre fermé dans Z' sinon B! serait un espace de Fréchet sur lequel on peut invoquer
le théoréme du graphe fermé impliquant que I'inverse 5~ de ’application continue bijective 3
est nécessairement continue. D’ott H' n’est pas séparé. [

L’implication (FH) = (T) est alors immédiate : {0} est un espace séparé. ..

4 (T)= (FH)

La preuve est beaucoup plus longue.
Commengons par effectuer une réduction au cas réel.

DEFINITION 7 — On dit que G posséde la propriété (F H)g si toute action affine de G dans
un espace de Hilbert affine réel posséde un point fixe.

On dit que G posséde la propriété (T)r si toute représentation orthogonale de G possédant
presque des vecteurs invariants posséde des vecteurs invariants non nuls. Il va suffire de montrer

que (T)r = (FH)g. En effet, on a :
LEMME 4 -

1. (FH)r = (FH);

2. (T) = (T)x.

DEMONSTRATION —

1. Si G agit affinement sur un espace de Hilbert affine complexe #, alors il agit tout aussi
affinement sur I’espace réel sous-jacent Hg. Si G posséde la propriété (F H)R, il existe un
point fixe £ € Hg, qui peut étre vu comme un point de H, donc est un point fixe pour
I’action.

2. Soit H un espace de Hilbert réel et ¢ : G — U(H) une représentation orthogonale de
G possédant presque des vecteurs invariants. En définissant la représentation unitaire
wec: G —UH®RC) par pc(g) = p(g) ®1d, il est clair que p¢ posséde elle aussi presque
des vecteurs invariants. Donc, si G posséde la propriété (T'), alors il existe dans H ®g C
un vecteur invariant non nul de la forme : £ = & ® 1 + & ® 7. Un des deux vecteurs &;
est non nul, et est donc un vecteur invariant non nul pour ¢.

O

Afin de prouver (T)r = (FH)g, comment faire ?

Le principe va étre de construire, & partir d’une action sur un espace de Hilbert affine, une
représentation orthogonale sur un espace de Hilbert ayant presque des vecteurs invariants. Cet
espace sera énorme : on va envoyer tout point de ’espace affine de départ sur la sphére unité de
I’espace d’arrivé, tous les vecteurs d’arrivés étant linéairement indépendants. Puis grace a un
parameétre de quantification (¢ € RY ), on va écraser tous ces vecteurs vers un unique vecteur,
d’ou les espaces de Hilbert considérés vont s’aplatir sur R lorsque ¢ — 0. Les représentations
induites vont & la limite posséder presque des vecteurs invariants, du coup en prenant la somme
de ces représentations, on va obtenir une grosse représentation qui fonctionnera : elle aura un
vecteur invariant. ..
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PROPOSITION 9 — Soient ‘H un espace de Hilbert affine et t > 0. Alors il existe un espace de

H —H
Hilbert H; et une application continue y; : ¢ ¢ " dont I ’image engendre topologiquement
= St

Hy, tels que {(&|n:) = exp(—t||¢ — n||?) pour tous &,m € H. De plus, la paire (Hy,v;) est
déterminée 4 isomorphisme unique prés par ces conditions.

DEMONSTRATION — On va adopter ici une vision vectorielle, on va identifier par le choix

d'une origine H avec son espace des translations H. On note alors H®" 1'espace H tensorisé
oo

n fois. On pose alors T(H) = EB H®" oii la somme est hilbertienne (on ne garde que les
n=0
éléments tels que la somme des carrés des normes soit convergente ).

Pour tout £ € H, posons exp(§) g N

Alors (exp(£)| expn) = exp({|n).

On pose donc & = exp(—t€|2) exp(V2), pour avoir (&[n) = exp(—tl¢ — 7]?).

Comme annoncé, & est un vecteur unité. On définit H; comme le sous-espace fermé de
T(H) engendré par les &. Ce sont des espaces de Hilbert.

Sit>0,et&,&,...,&, sont des points distincts de H, alors leurs images (&1)¢,-- -, (€n)t
sont linéairement indépendants dans Hy.

En effet, on effectue comme dans le cas classique pour montrer que des fonctions z +— e
sont indépendantes :

supposons les (&;); pas indépendants, alors les exp(&;) ont la méme propriété : il existe une
combinaison linéaire ) A; exp(&;) = 0. Posons alors la fonction

(@) = Q) Miexp(&)| exp(a)) = Y Xiel®l? = 0.

On effectue les différentiations : D®) f,(y1,...,1,) = 3 Nel&lP(&ly1) ... (&yp) = 0 Donc
notamment, on doit avoir »_ A;j(&i|y)? = 0, pour tout 0 < p < n — 1. Oh, mais c’est le bien
classique Van Der Monde qui nous arrive 14! Bon, on en déduit qu’il existe i # j tels que
(&ly) = (&5]y)- Or les vecteurs &; —&; sont non-nuls pour tous ¢ # j, et il est bien clair que ’on
peut trouver un vecteur y € H tel que pour tous ¢ # 7, (& — &;|y) # 0 (on part d'un vecteur
non nul quelconque et on le bouge un peu. .. ). Ceci prouve absurdité demandé.

Soient (Hj,7;) une autre paire vérifiant les conditions de la proposition, on écrit & = ~y;(¢).
Comme on a que les & engendrent topologiquement H; et de méme pour les &/, on a l'unicité
d’un isomorphisme U : H; — Hj tel que U(&;) = &. D’autre part, on a (&;|n;) = (&|me), et les
familles (&;)ecm et (&})ecnm sont libres, d’ot on peut étendre & — &, en un isomorphime de H;
sur H]. O

Az

COROLLAIRE — FEtant donné un groupe topologique G et une action affine a de G sur H, il
existe une représentation orthogonale m; de G sur Hy telle que (a(g)€): = m(g)(&)-

DEMONSTRATION — On prolonge de facon linéaire et continue la formule donnée sur Hy tout
entier car les & ’engendre topologiquement.
Vérifions que le m; obtenu est une représentation orthogonale :
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On a
(me(9) (&) |me(9) (me)) = (((9)€)el(cx(g)m)e) = exp(—tlc(g)é—a(g)nll®) = exp(—t||E—nl®) = (&|ne)

Et ceci se prolonge sur tout H; par linéarité et continuité.
De plus, on a

mi(gh) (&) = ((gh)€): = (al(g) o a(h)§)s = mi(g)(a(h)): = mi(g) o m(h)E;
O

Montrons maintenant que en prenant une somme de ces représentations, on a presque des
vecteurs invariants.
On commence par un lemme technique :

LEMME 5 — Soit A une partie bornée de H, et son image par ; sera noté Ay. Alors A; est
bornée pour tout t > 0 et }iné diam(A;) = 0.
—

DEMONSTRATION — Pour z,y € A, on a
Iz — ull? = 2 = 2exp(—t]|z — y|*) < 2{1 — exp[—tdiam(A4)*]},

dott [diam(A4)]? < 2{1 — exp[—t(diam4)?]} =% 0. O

PROPOSITION 10 - Soit (t,)nen une suite de réels strictement positifs qui tend vers 0.
On notera H,, a la place de Hy, ,...Alors la représentation @ 7, de G dans @ H,, posséde
neN neN

presque des vecteurs invariants.

DEMONSTRATION — Soient € > 0 et une partie compacte K C G, quitte a rajouter le rajouter,
on suppose que K contient 1’élément unité.

Soit ¢ € H, le lemme précédent nous montre qu’il existe un entier m tel que diam[(a(K)E&)m] <
e. Le vecteur unité &, € H,, est alors (g, K)-invariant pour m,, car : ||mmn(9)ém — &m| =
1((9)€)m—Eml| < diam[(a(K)€)m]| < € pour tout g € K. Comme 7, est une sous-représentation
de @ﬂ'n, on a le résultat. (I

neN

Pour finir la preuve, il faut voir si on peut remonter des représentations m; & I’action affine

En fait on a le résultat suivant :

PROPOSITION 11 - Soit t > 0. Pour que I’action a posséde un point fixe, il faut et il suffit
que la représentation m; posséde des vecteurs invariants non nuls.

Mais pour cela commencons par un autre lemme technique, ol contrairement au précédent,
on va regarder ce qui se passe vers 'infini en laissant fixé .

LEMME 6 — Soit £, une suite de points de H tendant vers 'infini, id est lim [|{, — &|| = oo
p—)OO

pour tout £ € H. Soit t > 0, alors la suite ({,); tend faiblement vers 0 dans H;, c’est-a-dire
que ILm ((&p)tly) = 0 pour tout y € Hy.
p—00
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DEMONSTRATION — Soit € > 0 et y € H;. Comme les & engendrent topologiquement Hy, on
peut trouver des points 71, ..., 7, de H et des coefficients A; € R tels que [ly — > Xi(n:)s]| < §-

Alors en utilisant Cauchy-Schwartz et le fait que les (£); sont des vecteurs unités, on
obtient :

((Ep)ely)] < H(Epdely = D Xam)) ] + Y NIl (ma)o)] < % + 3 [l exp(=tlléy — mil).

D’ou le résultat pour p assez grand car la suite §, tend vers I'infini. (]

Maintenant, on peut prouver la proposition :
DEMONSTRATION — Si ¢ est un point fixe de «, alors & est un vecteur unité de H; fixe par
Tt

Réciproquement, supposons que la représentation m; posséde un vecteur unité invariant non
nul n € H;. Par 'absurde, supposons que « n’ait pas de point fixe. Soit £ € H, l'orbite a(G)¢
n’est donc pas bornée, donc il existe une suite g, d’éléments de G telle que la suite (a(gn)¢)
tende vers 'infini dans H;. On a donc :

0= lim ((a(g)&)s|n) = lim (m¢(g,)&ln) = lim (&|mi(g, )n) = (&ln)
pP—00 p—o0 pP—00

Le vecteur non nul € Hy est donc orthogonal & & pour tout & € H, c’est absurde car Hy est

engendré topologiquement par ceux-1a! [J

Recollons les morceaux pour obtenir (T)r = (FH)g :

La représentation @ 7, posséde presque des vecteurs invariants, donc si G a la propriété

neN
(T)w, alors elle posséde un vecteur invariant non nul 7. Soit m un entier tel que la composante

Nm € Hp, soit non nulle, alors ¢’est un vecteur invariant non nul pour m,,. D’oll a posséde un
point fixe.
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