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STUTVWVXTY
Z[\]\^ _`a[\bcdeb _` fZ[\ghi aje k\ldmnneb opqrstu v wopx \y [m`b\] z[\c{k | }j_dj
mnn\} k aje kacb~ \y ze`e[_d z[\c{k } _aj m ^e[~ {[ed_ke d\`a[\n \` aje `c]�e[ \y
[enma\[k {ca _` aje z[\c{ | be{ e`b_`z \` m be`k_a~ {m[m]eae[

d �� kea \y
m

ze`e[ma\[k
a1, . . . , am

� e_`z ��eb | aj_k ]\ben d\`k_kak _` dj\\k_`z m
�nm[ze� ne`zaj

`
m`b m be`k_a~ {m[m] eae[

0 6 d 6 1
| m`b dj\\k_`z ma [m`b\] m kea

R
\y

(2m − 1)d`
[ebcdeb }\[bk \y ne`zaj

` � �je [m`b\] z[\c{ _k aje` aje z[\c{
z_^e` �~ aje {[eke`ama_\`

〈 a1, . . . , am | R 〉 � ��edmnn m }\[b _k �po��po _y _a b\ ek `\a
d\`am_` m ze`e[ma\[ _]]eb_maen~ y\nn\}eb �~ _ak _`^e[ke� ��` aj_k ]\ben | }e km~ ajma m {[\{ e[a~ \ ddc[k � st� w�p���pxv sq� � �w���sxstu _y
_ak {[\�m�_n_a~ \y \ ddc[[e`de ae`bk a\

1
mk

` → ∞
�e^e[~aj_`z enke � e_`z ��eb� �

�je �mk_d _`ac_a_\` �ej_`b aje ]\ben _k ajma ma be`k_a~
d
| kc�}\[bk \y ne`zaj

(d − ε)`
\y aje [enma\[k } _nn e�jmcka mnn { \kk_� ne [ebcdeb }\[bk \y aj_k ne`zaj �� nk\ | ma be`k_a~

d
| } _aj \^e[}jen] _`z {[\�m�_n_a~ aje[e m[e a}\ [enma\[k kjm[_`z m

kc�}\[b \y ne`zaj
(2d − ε)` � �e [eye[ a\ fZ[\ghi | fZj~�hi \[ f� nnldi y\[ m ze`e[mn

b_kdckk_\` \` [m`b\] z[\c{k m`b aje be`k_a~ ]\ben �

�



�je _`ae[eka \y aj_k }m~ a\ ]emkc[e aje `c]�e[ \y [enma\[k _` m {[eke`ama_\` _k
nm[zen~ ekam�n_kjeb �~ aje y\nn\} _`z y\c`bma_\`mn aje\[e] | bce a\ Z[\]\^ �fZ[\ghi |
kee mnk\ f� nn��i� �
������� � �  ¡ ¢����£ ¤ ¥

¦§
d < 1/2¨ ©ª «¬ ­®¯°©¬¯±² ª³´ µ °­¶· ¶ª±ª «̧ · °·³¹­² ´°­ºµ · « ¹¯³»ª «̧ d ª»

ª³¼³ª «¯ ·³¹ ¬¸µ ¯° ¶­±ª½ ¾¦§
d > 1/2¨ ©ª «¬ ­®¯°©¬ ¯±² ª³´ µ °­¶· ¶ª±ª «̧ · °·³¹­² ´°­ºµ · « ¹¯³»ª «̧ d ª» ¯ª «¬ ¯°

{e} ­° Z/2Z ¾��ddc[[e`de \y
Z/2Z

\y d\c[ke d\[[ek{\`bk a\ e^e`
` ���aje[ {[\{ e[a_ek \y [m`b\] z[\c{k m[e ¿`\}` | k\] e \y }j_dj be{ e`b_`z \` aje

be`k_a~ {m[m]eae[ �}\[¿k \y �[Àjm`ake^m | Ájm]{ea_e[ | Z [\]\^ | � nn_^ _e[ | � n Âkjm`¿k_ÃÄ |Åc¿ Æ kee [eye[e`dek _` fZj~�h | � nn�� | � nnldi� � �je d\`ka[cda_\` dm` � e ]\b_�eb
m`b _ae[maeb _` ^m[_\ck }m~k a\ mdj_e^e k{ ed_�d z\mnk fZ[\�hi �

Ç~{e[�\n_d_a~ y\[
d < 1/2

_k mdj_e^eb �~ {[\^_`z ajma ^m` Èm]{e` b_mz[m] k
kma_ky~ k\] e _k\{ e[_] ea[_d _`eÉcmn_a~ �}e [eye[ a\ fÊËÌÌi y\[ be�`_a_\`k m�\ca ^m`
Èm]{e` b_mz[m] k m`b a\ fËj\g �i y\[ aje eÉc_^mne`de � ea}ee` j~{ e[�\n_d_a~ m`b
_k\{ e[_] ea[~ \y ^m` Èm]{e` b_mz[m] k� � �je ] m_` [ekcna \y aj_k {m{e[ _k m kjm[{
^e[k_\` \y aj_k _k\{ e[_] ea[_d _`eÉcmn_a~�������� Í ¥ Î­° ¯®¯°¸ ε > 0¨ ©ª «¬ ­®¯°©¬ ¯±² ª³´ µ °­¶· ¶ª±ª «̧ ¨ ¯®¯°¸ °¯¹º½¯¹
®·³ Ï·²µ ¯³ ¹ª·´°·² D ª³ · °·³¹­² ´°­ºµ · « ¹¯³»ª «̧ d »· «ª»¼ ¯»

|∂D| > (1 − 2d − ε) ` |D|

�j_k }mk mn[emb~ ¿`\}` a\ j\nb y\[ b_mz[m] k \y k_Àe �\c`beb m {[_\[_ �kee
�je\[e] ��� | �ca aje {mkkmze a\ mnn b _mz[m] k _`^\n^ek aje n\ dmnlzn\�mn j~{ e[�\n_d
{[_`d_{ ne \y Z[\]\^ �kee e �z � fÐm{gÑi y\[ m d\`ka[cda_^e kamae] e`a� | }j_dj _]{n_ek
m kc�kam`a_mn n\kk _` aje d\`kam`ak � � yae[ ck_`z aj_k | aje \`n~ d\`kam`a m^m_nm�ne
y\[ mnn b_mz[m] k }mk k\]eaj_`z n_¿e

(1− 2d)/1020 � �e k\n^e aje {[\�ne] �~ z_^_`z
m ^m[_m`a \y aje {[_`d_{ ne � eka kc_aeb a\ \c[ `eebk ��je\[e] Ò� | }j_dj ] m~ jm^e
_`be{ e`be`a _`ae[eka �

�j_k _`eÉcmn_a~ _k kjm[{ Ó _`beeb | ma be`k_a~
d

aje[e m[e ^e[~ {[\�m�n~ a}\
[enma\[k kjm[_`z m kc�}\[b \y ne`zaj

(2d − ε)`
| k\ ajma aje~ dm` �e m[[m`zeb a\

y\[] m
2
lymde ^m` Èm]{e` b_mz[m] \y � \c`bm[~ ne`zaj

2(1−2d+ε)` � �a be`k_a~ d\`e dm` mn}m~k znce k\] e `e} [enma\[ a\ m`~ b_mz[m] mn\`z m {maj \y ne`zaj
(d−ε)`

|
k\ ajma mbb_`z [enma\[k a\ aj_k e�m]{ne {[\^ _bek m` m[�_a[m[_n~ nm[ze b_mz[m] } _aj
aje km]e _k\{ e[_] ea[_d d\`kam`a �
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C ′(2d)
k] mnn dm`dennma_\` {[\{ e[a~ �}j_dj _]{n_ek j~{ e[�\n_d_a~

\`n~ }je`
d < 1/12

� � Ë\ aj_k {[\{ e[a~ _k m ¿_`b \y á] md[\kd\{_d dm`dennma_\`â
�aj\czj `\a ák] mnnâ dm`dennma_\` }je`

d
_k dn\ke a\

1/2
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�c[ nmka m{{n_dma_\` \y �je\[e] Ý jmk a\ b\ } _aj aje ãej` mnz\[_aj] m`b
Z[ee`bn_`ze[ Âk Êe]]m | }j_dj m[e dnmkk_dmn {[\{ e[a_ek d\`k_be[eb _` d\]�_`ma\[_mn
z[\c{ aje\[~ �kee fÊËÌÌi | fZ [eÑ�i� �

�je[e m[e ke^e[mn ^e[k_\`k \y Z[ee`bn_`ze[ Âk Êe]]m � �e } _nn `\a cke aje
ka[\`zeka ^e[k_\` }j_dj j\nbk y\[
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{[eke`ama_\`k �fÊËÌÌi | �je\[e] ä �� �å� �
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f
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øùúûüúúùýþ ýÿ ��� ��úü ��ú � �je _`ae[eka \y aje kjm[{ d\`kam`a be{ e`b_`z \`
be`k_a~ _` �je\[e] Ý | d\]{m[eb a\ aje
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a_] ek k] mnne[ {[e^_\ck eka_] mae | _k

`\a \`n~ meajeka_d � Êea ck ka[ekk ajma aje ãej` mnz\[_aj] d\cnb `\a � e \�am_`eb
} _aj aje {[e^_\ck d\`kam`a | _y \`n~ y\[ aje [emk\` ajma

(1−2d)/1020
_k `e^e[ z[emae[

ajm`
1/2 ��� Ë\ aje _]{[\^e]e`a mnn\} k Écmn_ama_^e {[\z[ekk ��\aj �je\[e] Ý m`b aje Z[ee`bn_`ze[ {[\{ e[a~ } _nn � e d[cd_mnn~ ckeb _` f�� i

a\ kj\} ajma [m`b\] z[\c{k ma be`k_a_ek
< 1/6

mda y[een~ d\d\]{mdan~ \`
CAT (0)dc� e d\]{ne�ek m`b kma_ky~ aje Çmmze[c{ {[\{e[a~�Á\[\nnm[~ � _k {[\�m�n~ c`_]{\[am`a �ca ] _zja �cka_y~ a\ k\] e e�ae`a aje ae[]

ádm`dennma_\` \` m^e[mzeâ m{{n_eb a\ aje be`k_a~ ] \ben �mnaj\czj aj_k _k de[am_` n~
`\a ák] mnn dm`dennma_\` \` m^e[mzeâ | k_`de }je`

d
_k dn\ke a\

1/2
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_k [emnn~ `eebeb _` n\ak \y m{{n_dma_\`k �
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\[ a[_^ _mn_a~ ma

d = 1/2
� | �ca {[\�m�n~ be{ e`bk \` ]\[e {[ed_ke kc� e�{\`e`a_mn

ae[] k _` aje `c]�e[ \y [enma\[k \y aje {[eke`ama_\` | m`b k\ ] _zja `\a � e ^e[~
_`ae[eka_`z �

�je\[e] Ý kee] k a\ [e] m_` ^mn_b _` ]\[e ze`e[mn [m`b\] z[\c{ ]\benk }je`
aje ne`zajk \y aje [enma\[k m[e `\a aje km] e �ca n_e } _aj_` k\]e �\c`beb [ma_\
�kee f� nn��i� � Ç\}e^e[ � b\ `\a ¿`\} _y aj_k _k aje dmke y\[ �je\[e] Ñ �
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�û�þý
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 \`a[�mn _` �cn~ Ý��� ma aje _`^_ama_\` \y ã m`_en � � � _ke | }j\] � }\cnb n_¿e a\
ajm`¿ y\[ jen{ycn b_kdckk_\`k m`b j_k k\ }m[] }end\]e � � }\cnb mnk\ n_¿e a\ ajm`¿
�j\] mk ãenÀm`a }j\ mk¿eb y\[ aje kjm[{ _k\{ e[_] ea[_d d\`kam`a _` [m`b\] z[\c{k |
m`b _`k_kaeb \` aje _]{\[am`de \y aje ãej` mnz\[_aj] �
���U ������U � ���X��� �VY
�\nn\} _`z Z[\]\^ �fZ[\ÒÌi | Ý �h �� | Ñ �Ò �
 � | aje[e jm^e � ee` n\ak \y k\] e}jma b_yl
ye[e`a {j[mk_`zk \y aje n\ dmnlzn\�mn {[_`d_{ ne y\[ j~{e[� \n_d z[\c{k �djm{ae[ Ò \y
f�\}g�i | f� nkg �i | f�\}gåi | fÐm{gÑi� � �j_k {[_`d_{ ne kamaek ajma a\ e`kc[e j~{ e[l
�\n_d_a~| _a _k e`\czj a\ djed¿ aje _k\{ e[_] ea[_d _`eÉcmn_a~ \` m � qstp `c]�e[ \y
b_mz[m] k �
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�e z_^e je[e m ^e[k_\` }j_dj dm` �e ^e[~ `eman~ m{{n_eb _` \c[ d\`ae�a | m`b
}j_dj _`^\n^ek m[�_a[m[_n~ k] mnn n\kk _` aje _k\{ e[_] ea[_d d\`kam`a � �j\czj aj_k
^e[k_\` _k `\a b_� dcna a\ {[\^e ck_`z {[e^_\ckn~ kamaeb [ekcnak | _a b\ ek `\a kee] a\
�e m y\[] mn d\[\nnm[~ aje[e\y �
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�e jm^e mb^\dmaeb enke}je[e �f� nnlmi | f� nnl�i� ajma aj_k _k aje [_zja }m~ a\
]emkc[e m[em _` m d\`ae�a \y n_`em[ _k\{ e[_] ea[_d _`eÉcmn_a_ek _`^\n^ _`z [enma\[k } _aj
^e[~ b_�e[e`a ne`zajk � �jma _a mnn\} k m y\[]cnma_\` \y aje n\ dmnlzn\�mn {[_`d_{ ne
} _aj\ca n\kk _` aje d\`kam`a _k m yc[aje[ m[zc]e`a _` aj_k b_[eda_\` �
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|∂D| > C A(D)

à¬¯³ ·³¸ ®·³ Ï·²µ ¯³ ¹ª·´°·² D ª³ P »· «ª»¼ ¯»
|∂D| > (C − ε)A(D)

¦³ µ ·° «ª½º±·° ¨ ª§ P ª» » º½¬ «¬· « §­° ¯·½¬ °¯¹º½¯¹ ©­°¹ w °¯µ °¯»¯³ «ª³´ «¬ ¯ ª¹¯³ «ª «̧
ª³ G¨ «¬ ¯°¯ ª» · « ±¯·» « ­³ ¯ ¹ª·´°·² ª³ P »µ ·³³ª³´ w ¨ «¬ ¯³ G ª» ¬¸µ ¯° ¶­±ª½ ¾

�a _k `\a dnem[ }jeaje[
`2/`1

[emnn~ jmk m` _]{mda \` aje d\`kam`ak �
�~{_dmn ckeyc n e�m]{nek \y aje dnmkk

P
m[e á[ebcdebâ | \[ á\y ] _`_] mn m[emâ | \[

á\y ] _`_] mn `c]�e[ \y ymdekâ �] _`_] mn y\[ m z_^e` �\c`bm[~ }\[b� �
�j_k aje\[e] ]m~ mnn\} a\ e�ae`b aje kd\{ e \y aje be`k_a~ ] \ben �~ am¿_`z

[enma\[k \y ne`zaj � ea}ee`
`
m`b

`1+α
y\[ k\] e {\k_a_^e

α
| _`kaemb \y am¿_`z [enma\[k

\y ne`zaj e�mdan~
`
�kee aje b_kdckk_\`k _` f� nn��i� �

�e m[e z\_`z a\ kamae dn\ke[ m`b dn\ke[ {[\{\k_a_\`k a\ aje aje\[e] � �je �[ka
\`e _k m ^m[_m`a \` Ðm{mk\znc Âk e�{\k_a_\` fÐm{gÑi mk ] \b_�eb _` f� nn��i �Êea

X
� e m d\]{ne� \y b_] e`k_\`

2 � � �s��xp o���q sq
X

_k m keÉce`de \y
d\`kedca_^e ebzek kcdj ajma aje e`b{\_`a \y aje nmka ebze _k aje kam[a_`z { \_`a \y
aje �[ka \`e � � osr# o���q sq

X
_k m dennc nm[ ] m{ �] m~� e b_] e`k_\`lbed[emk_`z�

y[\] m denncnm[ b_k¿ a\
X �Êea

f
�e m ymde \y

X � �je �wv �sq�tw�s�x xpq� t�
Lc

\y
f
_k be�`eb mk aje `c]�e[

\y ebzek \y _ak �\c`bm[~� �je �wv �sq�tw�s�x ��p�
Ac

\y
f
_k be�`eb mk

Lc(f)2 �Êea
D

�e m b_k¿ b[m}` _`
X � �je �wv �sq�tw�s�x xpq� t�

Lc

\y
D

_k aje ne`zaj
\y _ak �\c`bm[~� �je �wv �sq�tw�s�x ��p�

Ac

\y
D

_k aje kc] \y aje d\]�_`ma\[_mn
m[emk \y _ak ymdek �

å



�e aje` jm^e �f� nn��i | Ð[\{\k_a_\` �Ý | { � ÑÑÑ� Ó$��ð�ïèê è�é % ¥ Ü ¯« X ¶¯ · ½­²µ ±¯ó ­§ ¹ª² ¯³»ª­³ 2¨ »ª²µ ±¸ ½­³³ ¯½«¯¹ ¾ ß ºµ ò
µ ­»¯ «¬· « · §·½¯ ­§ X ¬·» · « ² ­» « ` ¯¹´ ¯» ¾ Ü ¯« P ¶¯ · µ °­µ ¯° «̧ ­§ ¹ª»Þ» ª³ X » º½¬
«¬· « ·³¸ » º¶¹ª»Þ ­§ · ¹ª»Þ ¬·®ª³´ P ·±»­ ¬·» P ¾

ß ºµµ ­»¯ «¬· « §­° »­² ¯ ª³ «¯´ ¯° k > 1010`¨ ·³¸ ¹ª»Þ D ¹°·©³ ª³ X ¬·®ª³´ P ¨
©¬­»¯ ½­² ¶ª³· «­°ª·± ·°¯· Ac(D) ±ª¯» ¶¯«©¯¯³ k2/4 ·³¹ 480k2 »· «ª»¼ ¯»

Lc(D)2 > 2 · 1014 Ac(D)

à¬¯³ ·³¸ ¹ª»Þ D ¹°·©³ ª³ X ¨ ¬·®ª³´ P ¨ ©ª «¬ Ac(D) > k2 ¨ »· «ª»¼ ¯»
Lc(D) > Ac(D)/104k

�j_k mnn\} k a\ {[\^e \`e ]\[e kae{ Ó
$��ð�ïèê è�é �& ¥ Ü ¯« G = 〈 a1, . . . , am | R 〉 ¶¯ · ¼³ª «¯ µ °¯»¯³ «· «ª­³ ·³¹ ±¯«
`1, `2 ¶¯ «¬ ¯ ² ª³ª² ·± ·³¹ ² ·ó ª² ·± ±¯³´ «¬» ­§ · °¯±· «­° ª³ R ¾

Ü ¯« P ¶¯ · ½±·»» ­§ ®·³ Ï ·²µ ¯³ ¹ª·´°·² » ¨ » º½¬ «¬· « ·³¸ » º¶¹ª·´°·² ­§ ·
¹ª·´°·² ª³ P ±ª¯» ª³ P ¾

Ü ¯« C > 0 ¾ ß ºµµ ­»¯ «¬· « §­° »­² ¯ K > 1023 (`2/`1) C−2 ¨ ·³¸ ®·³ Ï·²µ ¯³
¹ª·´°·² D ª³ P ­§ ·°¯· A(D) · « ² ­» « K`2 »· «ª»¼ ¯»

|∂D| > C A(D)

à¬¯³ ·³¸ ®·³ Ï·²µ ¯³ ¹ª·´°·² D ª³ P »· «ª»¼ ¯»
|∂D| > C ′ A(D)

©ª«¬ C ′ = C (`1/`2)/1015 ¾$���ç ¥ �e jm^e
Ac(D)/`2 6 A(D) 6 Ac(D)/`1

y\[ m`~ b_mz[m]
D

_` dnmkk
P�[e] e]�e[

A(D)
_k aje kc] \y aje ne`zajk \y aje ymdek }je[emk

Ac(D)
_k aje kc]

\y aje kÉcm[ek \y ajeke ne`zajk� �Ëea
k2 = K`1`2/480 � Êea

D
� e m ^m` Èm]{e` b_mz[m] kcdj ajma

k2/4 6

Ac(D) 6 480k2 � �e jm^e
A(D) 6 Ac(D)/`1 6 K`2 � Ë\ aje mkkc]{a_\` \y aje

{[\{\k_a_\` kamaek ajma
Lc(D) = |∂D| > CA(D) � �jck

Lc(D)2 > C2A(D)2 > C2Ac(D)2/`2
2 > C2Ac(D)k2/4`2

2 = Ac(D)C2K(`1/`2)/1920

Ë\ _y
k > 1010`2

m`b
C2K(`1/`2)/1920 > 2 · 1014

aje` aje mkkc]{a_\`k \y
Ð[\{ \k_a_\` g m[e yc n� nneb � �m¿_`z K = 1023 (`2/`1)/C

2
_k e`\czj a\ e`kc[e aj_k _k

aje dmke � �je d\`keÉce`de \y Ð[\{ \k_a_\` g _k aje` ajma

|∂D| = Lc(D) > Ac(D)/104k > A(D) `1/104k

m`b c`} _`b_`z aje d\`kam`ak kj\} k ajma
`1/104k > C (`1/`2)/1015 � �

Ñ



Z\_`z \` } _aj \c[ m{{[\� _] ma_\`k \y �je\[e] Ò | }e `\} ¿`\} ajma aje[e e� _kak
m` _k\{ e[_] ea[_d d\`kam`a

C ′
| �ca _ak ^mnce ] m~ � e ]cdj k] mnne[ ajm` aje \[_z_`mn

d\`kam`a
C � �e k\n^e aje {[\�ne] �~ m ¿_`b \y �\\aka[m{{_`z Ó }e } _nn [elb\ k\]e

¿_`b \y n\ dmnlzn\�mn {mkkmze | ck_`z \c[ ¿`\} nebze \y j~{e[�\n_d_a~ \y aje z[\c{ �
�j_k } _nn mnn\} a\ ¿ee{ aje d\`kam`ak a_zja �

�e `eeb m ne]]m y[\] f�nnlmi �
�je osrt�q�p tw �w�qo��u \y m ymde \y m ^m` Èm]{e` b_mz[m] _k aje ] _`_] mn

ne`zaj \y m keÉce`de \y ymdek mb� mde`a �~ m` ebze | � ez_``_`z } _aj aje z_^e` ymde
m`b e`b_`z } _aj m ymde mb� mde`a a\ aje �\c`bm[~ �k\ ajma m � \c`bm[~ ymde _k ma
b_kam`de

1
y[\] aje �\c`bm[~ � �Êea

C ′
�e aje _k\{ e[_] ea[_d d\`kam`a {[\^_beb �~ Ð[\{\k_a_\` �� | k\ ajma m`~

b_mz[m]
D

_`
P

kma_k�ek
|∂D| > C ′A(D) � Ëea

α = 1/ log(1/(1 − C ′)) 6 1/C ′

�je y\nn\} _`z _k Êe]]m �� \y f� nnlmi | }je[e }e [e{nmdeb á] _`_] mnâ �~ á_` dnmkk
P
â �'���Ö �� ¥ Ü ¯« D ¶¯ · ®·³ Ï·²µ ¯³ ¹ª·´°·² ª³ ½±·»» P ¾ à¬ ¯³ D ½·³ ¶¯

µ ·° «ª «ª­³ ¯¹ ª³ «­ «©­ ¹ª·´°·² » D′ ¨ D′′ ¶¸ ½º««ª³´ ª « ·±­³´ · µ · «¬ ­§ ±¯³´ «¬ · « ² ­» «
`2 + 2α`2 log(A(D)/`2) ©ª«¬ ¯³¹µ ­ª³ «» ­³ «¬ ¯ ¶­º³¹·°¸ ­§ D ¨ » º½¬ «¬· « ¯·½¬ ­§
D′ ·³¹ D′′ ½­³ «·ª³» · « ±¯·» « ­³ ¯ (º·° «¯° ­§ «¬ ¯ ¶­º³¹·°¸ ­§ D ¾

� _aj aj_k }e dm` zea dn\ke[ a\ �je\[e] Ò �$��ð�ïèê è�é �Í ¥ Ü¯« G = 〈 a1, . . . , am | R 〉 ¶¯ · ¼³ª «¯ µ °¯»¯³ «· «ª­³ ·³¹ ±¯«
`1, `2 ¶¯ «¬ ¯ ² ª³ª² ·± ·³¹ ² ·ó ª² ·± ±¯³´ «¬» ­§ · °¯±· «­° ª³ R ¾

Ü ¯« P ¶¯ · ½±·»» ­§ ®·³ Ï ·²µ ¯³ ¹ª·´°·² » ¨ » º½¬ «¬· « ·³¸ » º¶¹ª·´°·² ­§ ·
¹ª·´°·² ª³ P ±ª¯» ª³ P ¾

Ü ¯« C, C ′ > 0 ¾ "¬­­»¯ »­² ¯ ε > 0 ¾ ß ºµµ ­»¯ «¬· « ·³¸ ®·³ Ï·²µ ¯³ ¹ª·´°·² D
ª³ P »· «ª»¼ ¯»

|∂D| > C ′A(D)

·³¹ «¬· «¨ §­° »­² ¯ A > 50/(εC ′)2 ¨ ·³¸ ®·³ Ï·²µ ¯³ ¹ª·´°·² D ª³ P ¬·®ª³´
¶­º³¹·°¸ ±¯³´ «¬ · « ² ­» « A`2 »· «ª»¼ ¯»

|∂D| > CA(D)

à¬¯³ ·³¸ ®·³ Ï·²µ ¯³ ¹ª·´°·² D ª³ P ¨ ©ª «¬ ¶­º³¹·°¸ ±¯³´ «¬ · « ² ­» « 7A`2/6¨
»· «ª»¼ ¯»

|∂D| > (C − ε)A(D)

$���ç ¥ Êea
D

�e m ^m` Èm]{e` b_mz[m] _`
P
| \y � \c`bm[~ ne`zaj �ea}ee`

A`2m`b
7A`2/6 � �~ aje _k\{ e[_] ea[~ mkkc]{a_\` y\[ mnn b _mz[m] k }e jm^e

A(D) 6

7A`2/6C ′ ��~ Êe]]m ��| }e dm` {m[a_a_\`
D

_`a\ a}\ b_mz[m] k
D′

m`b
D′′

| emdj \y
aje] d\`am_`_`z ma nemka \`e Écm[ae[ \y aje � \c`bm[~ ne`zaj \y

D � Ë\ }e jm^e
|∂D′| 6 3 |∂D| /4 + `2(1 + 2α log(7A/6C ′)) 6 `2 (7A/8 + 1 + 2α log(7A/6C ′))

m`b
n_¿e} _ke y\[

D′′ �
Ì



Áj\\ke
A

nm[ze e`\czj �be{ e`b_`z \`n~ \`
C ′

� k\ ajma
1 + 2α log(7A/6C ′) 6

A/8 � �je` �\aj
D′

m`b
D′′

jm^e �\c`bm[~ ne`zaj ma ] \ka
A`2 � Ë\ �~ mkkc]{a_\`

}e jm^e
|∂D′| > CA(D′)

m`b
|∂D′′| > CA(D′′)�`\ae aje \ ddc[[e`de \y

C
m`b `\a

C ′
� �

	\} }e dj\\ke
A

nm[ze e`\czj �mzm_` be{ e`b_`z \`n~ \`
C ′

� k\ ajma
2 +

4α log(7A/6C ′) 6 εA
�_y }e [e] e]�e[ ajma

α 6 1/C ′
| am¿_`z

A = 50/(εC ′)2
_k

e`\czj� � �e jm^e

|∂D| = |∂D′| + |∂D′′| − 2 |∂D′ ∩ ∂D′′|

> |∂D′| + |∂D′′| − `2 (2 + 4α log(7A/6C ′))

> C (A(D′) + A(D′′)) − εA`2

> (C − ε)A(D)

k_`de
A(D′) + A(D′′) = A(D) > |∂D| > A`2 � �

�je nmka m{{[\� _] ma_\` a\ �je\[e] Ò _k aje y\nn\} _`z Ó
$��ð�ïèê è�é �Ø ¥ Ü¯« G = 〈 a1, . . . , am | R 〉 ¶¯ · ¼³ª «¯ µ °¯»¯³ «· «ª­³ ·³¹ ±¯«
`1, `2 ¶¯ «¬ ¯ ² ª³ª² ·± ·³¹ ² ·ó ª² ·± ±¯³´ «¬» ­§ · °¯±· «­° ª³ R ¾

Ü ¯« P ¶¯ · ½±·»» ­§ ®·³ Ï ·²µ ¯³ ¹ª·´°·² » ¨ » º½¬ «¬· « ·³¸ » º¶¹ª·´°·² ­§ ·
¹ª·´°·² ª³ P ±ª¯» ª³ P ¾

Ü ¯« C, C ′ > 0 ¾ "¬­­»¯ »­² ¯ ε > 0 ¾ ß ºµµ ­»¯ «¬· « ·³¸ ®·³ Ï·²µ ¯³ ¹ª·´°·² D
ª³ P »· «ª»¼ ¯»

|∂D| > C ′A(D)

·³¹ «¬· «¨ §­° »­² ¯ K > 50/(ε2C ′3)¨ ·³¸ ®·³ Ï·²µ ¯³ ¹ª·´°·² D ª³ P ¬·®ª³´ ·°¯·
· « ² ­» « K`2 »· «ª»¼ ¯»

|∂D| > CA(D)

à¬¯³ ·³¸ ®·³ Ï·²µ ¯³ ¹ª·´°·² D ª³ P »· «ª»¼ ¯»
|∂D| > (C − 14ε)A(D)

$���ç ¥ Ëea
A = C ′K � Êea

D
�e m b_mz[m] _`

P
\y � \c`bm[~ ne`zaj ma ] \ka

A`2 � �~ aje mkkc]{a_\` \` mnn b _mz[m] k |
D

jmk m[em ma ] \ka
A`2/C

′ = K`2

k\
ajma �~ aje mkkc]{a_\` \` k] mnn b _mz[m] k }e jm^e

|∂D| > C A(D) � �` {m[a_dcnm[ |
aje mkkc]{a_\`k \y Ð[\{ \k_a_\` �Ý m[e yc n� nneb �Ë\ aj_k {[\{\k_a_\` _]{n_ek ajma b_mz[m] k

D
_`

P
\y m[em ma ]\ka

7A`2/6kma_ky~
|∂D| > (C − ε)A(D) � �j_k ] em`k ajma aje mkkc]{a_\`k \y Ð[\{\k_a_\` �Ý

m[e yc n� nneb } _aj aje `e} {m[m] eae[k
A1 = 7A/6

|
ε1 = ε(6/7)1/2

m`b
C1 = C − ε_`kaemb \y

A, ε, C
| m`b } _aj aje km]e

C ′
�ajeke `e} {m[m]eae[k _`beeb kma_ky~

A1 > 50/(ε1C
′)2

� �Ë\ m{{n~_`z Ð[\{\k_a_\` �Ý mzm_` | }e zea ajma b_mz[m] k
D

_`
P

\y m[em ma ] \ka
A2 = A`2(7/6)2

kma_ky~
|∂D| > C2 A(D)

}je[e
C2 = C1 − ε1 �

Ò



�~ _`bcda_\` | }e zea ajma b_mz[m] k
D

_`
P

\y m[em ma ]\ka
A`2(7/6)k

kma_ky~

|∂D| >

(

C − ε
k−1
∑

i=0

(6/7)i/2

)

A(D)

m`b }e d\`dncbe �~ aje _`eÉcmn_a~ ∑
∞

i=0
(6/7)i/2 < 14 � �$���ç �ç ������� ! ¥ �{{n~_`z Ð[\{\k_a_\` �� �}j_dj _k mnn\}eb k_`de

1050 (`2/`1)
3 ε−2 C−3 > 1023 (`2/`1) C−2

� | }e zea ajma m`~ ^m` Èm]{e` b_mz[m]
D

_`
P

kma_k�ek
|∂D| > C ′ A(D)

}je[e
C ′ = C (`1/`2)/1015 � �e d\`dncbe } _aj

Ð[\{\k_a_\` �h �}je[e }e [e{nmde
ε
} _aj

ε/14
� � �

)���* �* +,V��VW -

	\} �je\[e] Ý _k m` emk~ d\`keÉce`de \y �je\[e] Ò m`b mn[emb~ ¿`\}` ymdak
m�\ca [m`b\] z[\c{k � � _[ka | }e [edmnn aje [ekcna y[\] fZ[\ghi �kee mnk\ f� nn��i� \`
b_mz[m] k \y �\c`beb k_Àe �Ëc{{\ke }e m[e z_^e` m [m`b\] {[eke`ama_\` ma be`k_a~

d
| �~ [ebcdeb [enma\[k

\y ne`zaj
` �

������� �Ú �  ¡ ¢����£ ¤ ¥ Î­° ¯®¯°¸ ε > 0 ·³¹ ¯®¯°¸ K ∈ N¨ ©ª «¬
­®¯°©¬ ¯±² ª³´ µ °­¶· ¶ª±ª «̧ ¨ ¯®¯°¸ °¯¹º½¯¹ ®·³ Ï·²µ ¯³ ¹ª·´°·² ©ª«¬ · « ² ­» « K§·½¯» »· «ª»¼ ¯»

|∂D| > (1 − 2d − ε) ` |D|

�y d\c[ke | aje {\_`a _k ajma aje \^e[}jen] _`z {[\�m�_n_a~ _k m {[_\[_ `\a c`_y\[]
_`

K �$���ç ¥ �e \`n~ jm^e a\ djm`ze m n_aane �_a aje d\`dnck_\` \y aje {[\\y _` f� nn��i |
{ � Ñ �h � �a _k {[\^e` aje[e ajma _y

D
_k m [ebcdeb ^m` Èm]{e` b_mz[m] _`^\n^ _`z

n 6 |D|
b_ka_`da [enma\[k

r1, . . . , rn

| } _aj [enma\[
ri

m{{em[_`z
mi

a_] ek _` aje
b_mz[m] �}e dm` mkkc] e

m1 > . . . > mn

� | aje` aje[e e� _ka `c]�e[k
di

|
1 6 i 6 nkcdj ajma Ó

|∂D| > (1 − 2d) ` |D| + 2
∑

di(mi − mi+1)

m`b kcdj ajma aje {[\�m�_n_a~ \y aj_k k_acma_\` _k ma ]\ka
(2m)inf di

�f� nn��i | { � Ñ �h� ��` {m[a_dcnm[ | y\[ ��eb
ε
| } _aj \^e[}jen] _`z {[\�m�_n_a~ }e dm` kc{{\ke ajma

inf di > −`ε/2 ��y mnn
di

Âk m[e `\`l`ezma_^e | aje` }e zea
|∂D| > (1 − 2d) ` |D|

mk `eebeb ��aje[} _ke | mk
1 6 mi 6 |D|

m`b
mi > mi+1

}e jm^e ∑
di(mi − mi+1) >

|D| inf di

m`b k\

|∂D| > (1 − 2d) ` |D| + 2 |D| inf di > (1 − 2d − ε) ` |D|

�

g



$���ç �ç ������� Í ¥ �je\[e] Ý `\} _k m` _]]eb_mae d\`keÉce`de \y
�je\[e] �� m`b �je\[e] Ò �}je[e aje dnmkk

P
_k aje dnmkk \y mnn [ebcdeb b_mz[m] k� �

�$���ç �ç Ô���ÕÕÖ�× Ø ¥ �\[ Á\[\nnm[~ h }e cke aje y\nn\} _`z {[\{\k_l
a_\` | }j_dj _k \`n~ m }em¿e[ ^e[k_\` | mbm{aeb a\ \c[ ^\dm�cnm[~| \y Êe]]m h ���\y fÁjmg�i Ó
$��ð�ïèê è�é �ë ¥ ßºµµ ­»¯ «¬· « · ¼³ª «¯ ´°­ºµ µ °¯»¯³ «· «ª­³ »· «ª»¼ ¯» «¬ ¯ §­±±­©ò
ª³´ Û §­° ¯®¯°¸ °¯¹º½¯¹ ©­°¹ w °¯µ °¯»¯³ «ª³´ «¬ ¯ ª¹¯³ «ª «̧ ª³ «¬ ¯ ´°­ºµ ¨ «¬ ¯°¯ ¯ó ª» «»
· ®·³ Ï·²µ ¯³ ¹ª·´°·² D »µ ·³³ª³´ w ©ª«¬ |∂D| > CA(D) ¾ Ü ¯« λ ¶¯ «¬ ¯ ² ·óª² ·±
±¯³´ «¬ ­§ · °¯±· «­° ª³ «¬ ¯ µ °¯»¯³ «· «ª­³ ¾

à¬ ¯³ «¬ ¯ ´°­ºµ ª» δò¬¸µ ¯° ¶­±ª½ ©ª «¬ δ < 4λ/C .© ¾° ¾«¾ «¬ ¯ ² ¯«°ª½ ¹¯¼³¯¹ ¶¸
«¬ ¯ ´ ¯³ ¯°· «­°» ª³ «¬ ¯ µ °¯»¯³ «· «ª­³/ ¾

�`beeb | Êe]]m h ��� \y fÁjmg�i kamaek ajma y\[ k\] e `\a_\` \y m[em m[em0123456758 |
aje _k\{ e[_] ea[_d _`eÉcmn_a~ m[em0123456758
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L
jmk m[em0123456758
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D
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m[em01234 56758
(D) 6

∑

f 92:5 ;9 D

|∂f |2

2π
6

λ

2π

∑

f 92:5 ;9 D

|∂f | =
λA(D)

2π

Á\`keÉce`an~ aje _`eÉcmn_a~
|∂D| > CA(D)

_]{n_ek ajma aje Ájm]{ea_e[ mkl
kc]{a_\` m[em0123456758

(D) 6 α |∂D|
j\nbk } _aj

α = λ/(2Cπ)
| je`de Ð [\{\k_l

a_\` �å `\a_`z ajma
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D = D1 ∪w D2 � Ë_`de
|∂D| > (1−2d−ε) ` |D|

| aje `c]�e[ \y _`ae[`mn ebzek \y
D

_k ma ] \ka
(d+ε/2)` |D|�Ë\ m y\[a_\[_

|w| 6 (d + ε/2)` |D|� 	\}

|w| 6 (d + ε/2) ` |D| 6
d + ε

1 − 2d − ε
|∂D|

=
d + ε/2

1 − 2d − ε
(|∂D1| + |∂D2| − 2 |w|)

m`b k\
|w| 6 (d + ε/2) (|∂D1| + |∂D2|)mk `eebeb � �
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� �e �ez_` �~ m ne]]m }j_dj _k }em¿e[
_` aje ke`ke ajma }e b\ `\a mk¿ y\[ aje � \c`bm[~ ebzek a\ � e d\`kedca_^e � �e } _nn
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d < 1/5
aj_k _k ]\[e ajm`

`/2
�y\[ k] mnn e`\czj

ε
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D
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D
_k j\]e\]\[{j_d

a\ m b_k¿ � �aje[} _ke | bed\]{\ke
D

mk aje c`_\` \y á� nm] e`akâ m`b ]m�_] mn
{m[ak j\]e\]\[{j_d a\ m b_k¿ � �bb_`z \[ [e] \^_`z � nm] e`ak b\ ek `\a djm`ze aje
{[\{ e[a~ \y m ymde jm^_`z k\ ] m`~ ebzek \` aje � \c`bm[~ \y aje b_mz[m] �Êea

f
� e m ymde \y

D
jm^_`z aje z[emaeka `c]�e[ \y ebzek \` aje �\c`bm[~�Ëm~

f
jmk

α`
ebzek \` aje �\c`bm[~� Ëc{{\ke ajma m`~ ymde \aje[ ajm`

f
jmk `\

]\[e ajm`
β`

ebzek \` aje �\c`bm[~� �e }m`a a\ kj\} ajma
β > 1− 5d/2− ε � Ë\kc{{\ke ajma

β < 1− 5d/2− ε � ��je [embe[ ] m~ �`b ]\[e d\`^e`_e`a a\ [emb aje
y\nn\} _`z k¿_{{_`z aje

ε
Âk ��Á\`k_be[ mnk\ aje �] m~�e `\a d\``edaeb | �ca aj_k b\ek `\a ] maae[� b_mz[m]

D′\�am_`eb �~ [e] \^_`z ymde
f
y[\]

D � �e jm^e
|∂D′| = |∂D| + ` − 2α` ��~ be�`_a_\` \y

α
m`b

β
| m`b k_`de

D
_k j\]e\]\[{j_d a\ m b_k¿ | }e jm^e

|∂D| 6 β`(|D| − 1) + α` � Á\`keÉce`an~ |∂D′| 6 β`(|D| − 1) + ` − α` ��ca �~ �je\[e] Ý | } _aj \^e[}jen] _`z {[\�m�_n_a~ }e dm` kc{{\ke ajma }e
jm^e

|∂D| > (1 − 2d − ε/2) ` |D|
m`b

|∂D′| > (1 − 2d − ε/2) ` |D′| = (1 − 2d −
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(1 − 2d − ε/2) |D| 6 β(|D| − 1) + α

(1 − 2d − ε/2) (|D| − 1) 6 β(|D| − 1) + 1 − α

\[ | k_`de }e mkkc] eb �~ d\`a[mb_da_\` ajma
β < 1 − 5d/2 − ε

|

(1 − 2d − ε/2) |D| < (1 − 5d/2 − ε) (|D| − 1) + α

(1 − 2d − ε/2) (|D| − 1) < (1 − 5d/2 − ε) (|D| − 1) + 1 − α
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a}\ �\[ ] \[e� �\c`bm[~ d\]{\`e`ak | k\ ajma aj_k ymde ke{m[maek aje [eka \y aje
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�aje[e m[e mnk\ _`ae[`mn ymdek | }j_dj }e m[e `\a _`ae[ekaeb _` � �� _[ka kc{{\ke ajma
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kma_ky~ aje ãej` mnz\[_aj] mk k\\` mk
d > 1/5 �� _� k\] e
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aje �\c`bm[~ \y

r1 ∪w r2
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d
| kc�}\[bk \y ne`zaj

(d − ε)`
\y aje [enma\[k e�jmcka mnn [ebcdeb

}\[bk \y ne`zaj
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[_aj] �� 	\ae y\[ nmae[ cke ajma ma aj_k kae{ | aje �\c`bm[~ ne`zaj \y aje b_mz[m]
k\ \�am_`eb _k
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