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, >/60DHD321/ 3 >7./ 3/5 2D689;1/ F �1 -. =2/.0 3/ =-21 <7/ ,/00/ 3/1.2;1/ 5 /671/ /60
678 :12/71/ H

1 − e−(N−1)ε2/2 F �-.,
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A ⊂ X

½Â É ÂÅÁËÂ
1/2

Ñ Æ ÍÁË ¿ÍÁ¿
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½Á

εÓÏÍ¾Å¾¼ÇÐ Â ½Â
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,-.60+.0/

Ck,d
0/44/ <7/

X
/60 3/ 32+5 ;01/ -?6/1=+?4/ M+7662/.

Ck,d (log N/N)1/2d F *+
3:5-.601+02-. 5�4/ +44;M1/5 /.0 M:-5 :012/6 12/5 +..2/../ /0 +4M:?12<7/ F �. ./ 6+20
8+6 37 0-70 3+.6 <7/44/ 5 /671/ ,/ 1:6740+0 /60 81:,26 C 4/

log N
/60 81-?+?4/5 /.0 3/

z



01-8 E 5 +26 -. ./ 6+20 8+6 62 4+ 87266+.,/
1/d

8+1 1+88-10 +7 ,+6 60+.3+13
1/
√
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3 >-� 4+ A-1574+02-. 2.07202=/ 37 09:-1;5 / C 7./ A-.,02-. 3:8/.3+.0 3/

N
=+12+?4/6
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0+.,/6 E 3+.6 4+<7/44/ ,9+<7/ +1�0/ /60 3/ 4-.M7/71
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N4/ 32+5 ;01/ /60

N
O 3/ 6-10/ <7 >-.

=/70 3:5 -.01/1 <7/ 4/ 32+5 ;01/ -?6/1=+?4/ /60 √
N

F NG/00/ .-15 +426+02-. E 5-2.6 .+D
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09:-1;5 / v 671 4+ 689;1/ E /60 8476 81+02<7/ 0/,9.2<7/5 /.0 FO

� >+81;6 4/ ,-1-44+21/ +.-32. � ,2D3/6676 E ,-55/ {0, 1} /60 3/ 32+5 ;01/
1
E -. +

Z{0,1}(λ) 6 eλ2/2 F �4 67I 0 +4-16 3 >+8842<7/1 4+ 81-8 -6202-. w� 8-71 8+66/1 +7 81-3720
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N
A+,0/716 F

�

Y:-5 :012<7/5 /.0 E -. + /.=2/ 3/ 321/ <7/ 4+ ,-.01+2.0/ 3 >�01/
1
D4286,920T2/../ /60

1/.37/ 01;6 A-10/ 3+.6 4/ ,7? / 326,1/0 H ,+76/ 3/6 01;6 .-5?1/7L ,9/5 2.6 32602.,06
/.01/ 3/7L 8-2.06 BL:6 NH 4 >-88 -6: E 3+.6 7. +1?1/ 8+1 /L/584/ E �01/ 4286,920T2/../
. >258-6/ 81/6<7/ +7,7./ ,-.01+2.0/ E -. 8/70 ,9-2621 4+ A-.,02-.6 +1?201+21/5 /.0 3+.6
4/6 32R:1/.0/6 321/,02-.6O F �. 6/ 1+881- ,9/ 3/ 4+ .-02-. 3/ ,-71?71/ 8-6202=/ :=- <7:/
8476 9+70 E <72 E 8 -71 4/6 =+12:0:6 E 25842<7+20 4+ ,-.,/.01+02-. � /. /R/0 E 2.07202=/5 /.0
4+ ,-71?71/ 8-6202=/ 320 <7/ 4 >/68+,/ J 6/ 1/A/15 / 671 472D5 �5/ K N/0 0/,9.2<7/5 /.0
,/4+ 6/ 01+3720 8+1 3/6 09:-1;5 /6 3/ 0@8 / �-../0 -7 �@/16O E /0 ,/4+ 6/5?4/ ?2/. �01/
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4+ M1+.3/ 325 /.62-. /R+,/ 4/6 32R:1/.,/6 C 62 -. + 7. /68+,/ 2.,-..7 3/ 325 /.62-.
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/0 <7/ 4 >-. A+20 3/6 5 /671/6 3/6676 E -. . >-?6/1=/1+ <7/ 3/6 M+7662/../6 /0 -. ./
8 -711+ 8+6 32R:1/.,2/1 7. ,7? / 3 >7./ 689;1/ �
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′
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∣

∣ 6 ai

Æ ÍÁË ¿ÍÁÅ
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� � ÃÍËÅ Æ ÍÁË ¿ÍÁ¿
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Í¼ Ç
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=7/.,/ 3/ 4+ =+12+?4/
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Y0, Y1, . . . , YN
E -�
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Yi
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Yi−1

F �. 6/ 3-../ /. -701/ 7./ 6720/
a1, . . . , aN
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6-.0 3/7L :4:5 /.06 3/ 4+ 8+10202-.
Yi

0-76 3/7L
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X
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57.2 3 >7./
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G
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∑
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<7/44/ 5 /671/ 0-70 /68+,/ ,-.,/.01: /60 81- ,9/ 3 >7. /68+,/ 81- 3720 F

� +26 4+ ,-.,/.01+02-. /60 60+?4/ 8+1 4/6 J ,-.01+,02-.6 K N+8842,+02-.6 325 2.7+.0
4/6 3260+.,/6 /0 81:6/1=+.0 4+ 5 /671/O F �. 8 /70 3-., E +7 5 2/7L E /68 :1/1 3:5-.01/1
<7 >7. /68+,/ ,-.,/.01: /60 81- ,9/ 3 >7./ ,-.01+,02-. 3 >7. /68+,/ 81- 3720 F

*/ .-5?1/ 3/ 8+1+5 ;01/6 2.3:8 /.3+.06 8 /70 �01/ :=+47: 3/ 4+ 5 +.2;1/ 672=+.0/ C
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1/
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A-26 4/ 32+5 ;01/ F y-71 8 -7=-21 +7662 01+20/1 3/6 /68+,/6 .-. ,-58+,06 N,-55/

8+1 /L/584/
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N M+7662/. O E 24 =+70 5 2/7L 1/584+,/1 4/ 32+5 ;01/ 8+1 4/ 1+@-. 5-@/.
R = Ed(·, ·) F �. + =7 671 4/6 /L/584/6 <7/ 4/ 32+5 ;01/ -?6/1=+?4/
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:0+20 3/ 4 >-131/
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√
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E ,/ <72 ,-.3720 E :0+.0 3-..: 7. /68+,/ ,-.,/.01: 3/ 32+5 ;01/ -?6/1=+?4/
M+7662/.

D
/0 3/ 1+@-. 5-@/.

R
E H 3:B.21 6+ �325 /.62-. 60+02602<7/�

N = (R/D)2
F

�. + 7. 3:?70 3/ 1:6740+0 3+.6 ,/ 6/.6 C 671 7. /68+,/ ,-.,/.01: E 24 /L 260/ 3/6
A-.,02-.6 V -7+.0 4/ 1@ 4/ 3/ A-.,02-.6 ,--13-..:/6 E 0/44/6 <7/ 3/7L 3 >/.01/ /44/6 6-.0
1/4+02=/5 /.0 2.3:8 /.3+.0/6 +7 6/.6 -� /44/6 =:12B/.0 7./ 2.:M+420: 37 0@8/

Pr(f1 > a, f2 > b) 6 Pr(f1 > a) Pr(f2 > 2)
N,-55/ 4+ ,-.,/.01+02-. /60 60+?4/ 8+1 4/6 ,-.01+,02-.6 E ,/6 A-.,02-.6 8 -711+2/.0
81/.31/ 3/6 =+4/716 +.-15 +4/5 /.0 8 /020/6 E /0 -. ./ 3/5 +.3/ 3-., 4/ ,-.01@ 4/ <7/
37 ,@0: 3/6 M1+.3/6 =+4/716 E 3 >-� 4/6 2.:M+420:6O F y 476 /L+,0/5 /.0 NX�44�{[O C
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m > 1
Á¼ Â¼ ¿¾ÂË � �Í¾ ¿

(X, d,Pr)
Á¼ ÂÅÆ ÇÈÂ É Ê¿Ë¾ÀÁÂ Æ ËÍ ÎÇÓÎ¾Ã¾ÅÊ Ñ ½Â ËÇ�Í¼ É Í�Â¼

R = Ed(·, ·) � »¼ ÅÁÆÆ ÍÅÂ ÀÁÂ
X

ÂÅ ¿ ½Â ½¾ÇÉ Ì¿ËÂ Í ÎÅÂË ÏÇ ÎÃÂ
ÐÇ ÁÅÅ¾Â¼

D
Â ¿ Í¼ Æ ÍÅÂ

N = (R/D)2
�

� ÃÍËÅ ¾Ã ÂÖ¾Å ¿Â Á¼Â ÒÇÉ ¾ÃÃÂ ½Â ÒÍ¼ È¿¾Í¼Å
fi : X → R

Æ ÍÁË
1 6 i 6 m

¿ÂÃÃÂÅ ÀÁÂÑ
ÇÅ�ÉÆ ¿Í ¿¾ÀÁÂÉ Â¼ ¿ ÀÁÇ¼ ½

N → ∞Ñ Í¼ Ç
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Z [ÔÇÀÁÂ fi
ÂÅ ¿

2ÓÃ¾Æ ÅÈÔ¾ ¿Õ¾Â¼¼ ÂÑ ÅÇ ¿¾ÅÒÇ¾ ¿ |Efi| = O(D)
Â ¿ Æ ËÂ¼ ½ ÅÂÅ ÏÇÃÂÁËÅ ½Ç¼Å

Á¼ ¾¼ ¿ÂË ÏÇÃÃÂ ½Â ¿Ç¾ÃÃÂ Ç Á É Í¾¼Å
R(1 − O(1/

√
N))

�
Z \ÍÁË ¿ÍÁ¿ Â¼ ¿¾ÂË

1 6 k 6 m
Ñ Æ ÍÁË ¿ÍÁ¿Â ÅÍÁÅÓÒÇÉ ¾ÃÃÂ

1 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 m
Ñ

Æ ÍÁË ¿ÍÁ¿
kÓÁÆ ÃÂ ¿ tj ∈ R

ÏÊË¾
Ç¼ ¿ D
√

log log N � tj 6 2R
Ñ Í¼ Ç

Pr
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∣

∣fij

∣

∣ > tj ∀j
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6 e−(
∑

t2j )/(2+o(1))D2

U701/5 /.0 320 E 4 >:=+47+02-. 3/ 4+ 81-?+?2420: <7/ 84762/716 A-.,02-.6 ,--13-..:/6
fi

3:8+66/.0 625740+.:5 /.0 ,/10+2./6 =+4/716 E /60 :M+4/ +7 81- 3720 3/6 :=+47+02-.6
.+071/44/6 8 -71 ,9+<7/

fi
F

� 2/. 6S1 E 6+.6 4+ ,-.01+2.0/ 671 4+ 0+244/ 3/ 4 >2.0/1=+44/ 3/6 =+4/716 N<72 . >/60 8+6
62 A+2?4/ 3+.6 7. /68+,/ ,-.,/.01:O E 4/ 09:-1;5 / 6/1+20 012= 2+4 ,+1

fi = 0
,-.=2/.31+20 F

� +26 -. +25 /1+20 8470@0 -?0/.21 7./ ? -1./ 2.A:12/71/ 671 4+ =+12+.,/ 3/6
fi
E <72 3/=1+20

�01/ 3/ 4 >-131/ 3/
D2 +=/,

D
4+ =+4/71 -8025 +4/ 37 32+5 ;01/ -?6/1=+?4/ M+7662/. F

\2
X

/60 ,-.,/.01: E +4-16 ?2/. 6S1 4/6 A-.,02-.6 4286,920T2/../6 3/
X

=/16
R

m E 8 -71
m

BL: E 6-.0 +7662 ,-.,/.01:/6 E 5 +26 ,/ <7 >-. -?02/.0 8+1 ,/00/ 3/1.2;1/ -?6/1=+02-.
/60 ?2/. 5 -2.6 ?-. <7/ 4/ 09:-1;5 / ,2D3/6676 E 8726<7 >-. -?02/.0 +4-16 /. /L8 -6+.0 7./
5-@/../ 8470@0 <7 >7./ 6-55/ 3/6

t2i
F *+ ,-.,/.01+02-. 3/6 A-.,02-.6 4286,920T2/../6

=/16
R

m ./ 67I 0 8+6 H -?0/.21 4/ 1:6740+0 ,2D3/6676 E 8726<7/ 8+1 /L/584/ 62
f1 = f2 =

. . . = fm
4 >/6025 +02-. 37 09:-1;5 / /60 A+766/ F

� .-0/1 <7/ 3+.6 4/ ,+6 37 ,7? / {0, 1}n E 4/6 A-.,02-.6 <7/ 4 >-. ,-.601720 +2.62 ./
6-.0 8+6 4/6 A-.,02-.6 ,--13-..:/6 60+.3+13 N<72 -.0 8 /7 3/ 62M.2B,+02-. 60+02602<7/ C 4+
{�v/ ,--13--..:/ /60D/44/ 7.

0
-7 7.

1 ]O E 5 +26 8470@0 3/6 A-.,02-.6 M4-?+4/6 0/44/6 <7/
4+ 32R:1/.,/ /.01/ 4/ 0-0+4 3/6

0
/0 4/ 0-0+4 3/6

1
E ,/00/ 5 �5/ 32R:1/.,/ 3+.6 4+ 5-202: 3/

31-20/ E /0, FE <72 6-.0 60+02602<7/5 /.0 8476 6/.6:/6 F Y:-5:012<7/5 /.0 E ,/,2 /60 /.,-1/
1/42: +7 A+20 <7 >7. ,7?/ /. M1+.3/ 325 /.62-. . >+88+1+�0 ,7?2<7/ <7 >-?6/1=: 3+.6
,/10+2./6 321/,02-.6 01;6 8+102,742;1/6 E +4-16 <7/ 3+.6 4+ 8478+10 3/6 +701/6 321/,02-.6
24 /60 8470@0 689:12<7/ F

G/ 1:6740+0 8 /70 ,/10+2./5 /.0 �01/ +5 :42-1: C /. 8+102,742/1 E -. 6 >+00/.31+20 H ,/
<7/ 4/ .-5?1/ 3/ A-.,02-.6 <7/ 4 >-. 8 /70 /L01+21/ 6-20 3/ 4 >-131/ 3/ 4+ 325 /.62-.
60+02602<7/
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\788-6/1 3/6 2.:M+420:6 A-.,02-../44/6 671 4 >/68+,/ 3/ 3:8+10 N68 /,01/ 37 4+84+,2/. E
4-MD\-? -4/= FFFO 8 /15 /0 3/ 3:5-.01/1 3/ 4+ ,-.,/.01+02-. 3/ 4+ 5 /671/ F G/6 2.:M+420:6
6 >+8842<7/.0 H 7./ M1+.3/ =+12:0: 3 >-?V /06 N=+12:0:6 E M1+89/6 FFFO F P 44/6 -.0 /. -701/
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X
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